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STOP-LOSS A TEMPO CONTINUO E PROTEZIONE DINAMICA
DI UN FONDO D'INVESTIMENTO
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Netle primay parte del nostro lvoro, i surpdus Ji uny compaguia desicuriions @
insdellizento cune wnn | rocesso i Wiener, € um]dvruunu nn vontrad to dassicuraZione
ittanica dl solvibilitie Secondo giesto contrabio, L pagintenti uecessar sonio cifettutati
shattaneimente, m mody die ol seening medifie do non divenga nad medativa, Mitema-
Lieamwite questa corrisponde il intoodurre ina barriern riliettente in ern, Otteniomo
e

P T]

soe espdivtie per i premie aetio Qb ua tale contiatto,

L parte, oasiderizune nn bodo Piavestimeata o valoee guitard e -
ato da et beewninmo peometrico. Ditterentd forine i pratesione di fundi
Ainvestingerta sono esaginaete, Lo pin somjiice corsicle e una garangis chie foruisce
wlantieainenits | pagainenti tweeeseari, di mode cire i valore waitoario mdificas del
fonda nou sesuia sotto w determinato lvello protetto. Sslste uneapressuene capliciia
per il prezzo Ai nna tale garanzin, Qroesto risultato e anche swsere utilizesto per va-
biiare il prezzo df ana parisziaoin eai b Hvello protetto © nma funzione osponenziale di
wsnpo. In pin, e diirostrato come sintetizzare questa gaanrin, costroendo il porrdfogho
replicasts, Li gavangia Jinamica o fodi lowstineato ¢ paragonata ali'opzione dJi
veindita corriwpom{vnte, e i & esservato che per delle scadenze corte, i rapporto dei
e precst oo di cicen 2 Iufine € intepesseremo ol precco i 1na protegione pin ewntica.
el einde ol vialure mut i arantito incenl morento v una fraxione fasa del vidore
unttario modiento outsimo meervato no a quel momento.

1. Introduzione

Considereremn nna compagiiin i} cud ~srphis o i processo stocastico ce pud
agstunere valori neaativi, Proporceino mm contradto (chinnnto wssicuratione i
regricica Ji solndihita} che, quando i surplus ¢ regativo, provede an pagiunento
pari allomaontare dod deficit, di modo che il siurplus viene inniedistamente ri-



porbieto ozere. I prnno scopo ¢ Jetencivare il prendo netto tsingolo) (i tale
contrafto, coe Faspeitettvie delln sonmsw del paeaient] seontiari, Risalfal ol
fuicsto Hipo seno sttt presentati do Pafumi nells soa slisenasione o Gerker Shiu
F19980) ¢ snche dagli antori stessi netls loro visposte. Toeo risnitati scno sotto
protezione perpeiie,

Nelle seziont 3o -4 esanduereno un modello Jdove 3l processo Q5 sarplus non
e ato o proces se i Wicner, Oniesto modello norc: readistico comne guello
coilpostn i Poisson, ma ha il vantagpio Ji poter fave alennd enlesli in moniera
wiolbo coplicite, 1 weoreiia 1 Sorsisce palesprossicne capdicita Jel pronio nctto
singolo per I coprrtnra in tempo fidlo. T sictodi ¢ b roesaleatd dolle secdont 3 4
2030 rispres uelle seclond segzenti,

Dadly sezione & ronsidereremoe wn fondo dinvestinento csomivisdo alenne
ferise i profeaone dvepneeg d i foundo daveestonento, Fareno Pipotosi clos-
soncelie i walore G Tunite dn Aol aeona i e Taow o cvonerrien, Nelle
cerhor Do redenorenie v cnpnr o car secomabo peees L Brnisee i sl
cer Tpeddive el i valore (pesdidenco) dell it cada sonto i Hvello protetto,
[T reoremn 2 tnostva v Yorntle o pleita por i prozoo di non arbitragsio della
sarinzii oo lewrpo gisite del contratio, Mol seziore T oesianincrenio In gersnz
du forte dove i livello protetto o nun mnzione espenenciale del terapo. Siodi-
mostra che L valntazione i tale gavanaia puo esseee ridoetea sila svdutazione G
ne parinzein o Hvell costaote.

Guorber o Shin (199356, 1999 honno cadeolioto Tvnloet del progeo delle saraszic
con livelli protetti costantt od espotenziadl. Anche gresti risaltati suuo pero sotto
prutozione perpetna,

Nella sezione 8 disenteremo sn come ottenere o protezione dinmnica di m
fondo Jinvestimento cramite i costrizions del poruadoplio replicaste. 31 wodtra
caplicititnente come | patrimonio rotuale dovedhbe sonpre csere ripartito tra
investilenti rischijosi ¢ privi J$ eiselio.

Netla zezione # considercremo una garanzin pitt esotica nella guale il Hvello
orotette ¢ oma pereciitinde RBaeadionn o velore sudtario moditicato minssizie os-
~ervato in possato. La direussione & limitnta a protegione perpetua. Al fne di
otteniere prezzi Buiti dobbiamo prosuporre che il foudo paghi dividendi contanti
o Fusso custante. Lialisg ¢ strettanente loguta o oiella delPopzione missa nelle
sezdone W11 di Panjer ot al. 11998},

Nella sezione 10 la garanzia dinamica di foudo d'investimento ¢ confrontata.
adl'opzione di vendita curopea corrispondente e cio produce nuq soluzione statica.
Si osserva che i rapporto dei prezzi tenele o 2 per T — 0,

2. Un'identita utile

Lo acopo i questa sezione & di presentare un'identita che fwiliteri i eodeoli nelia
segione 4 Sia

- 1 1o — ;rjl
nlay i, 77 = —===UXp 5 | —00 <=l 00,
a2 RN

I funzione i densita Jdella distritnzione normale con valor saedio g e varinnza
2. esin Do) ln fanzione di distribnzione della nornde standard. D consermenza
lovine forpntde seonenti pos=oto ce-ore venfiente [ncilmenfe:
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Fig. 1. Swrplus con e seiz aesioazione dib sobvilaligh dinsauier.
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3. Assicurazione di solvibilitii — protezione perpetua

Considerine utia compaghin con ~neplos indsiale o o sarplug J{r) ol tompo
oo souppotimue che it processo Jioreddito netto sinoon processo di Wicener con
parianetrl costantl jeoo g Devcio

U{t}:'ﬂ.-‘-fit-}‘l}'“{r“ﬁ}, t =,

dove {7} & un processe Jdi Wimer standared, Consideringuo ni contratto chv
fornisee vssenrdalmente issicurazione dinamica di xolvihilita segueniie: agni volta
chic il surplns scende aotto O, Passicuratore provvede ol ~aldo secessario per
riporenre il surplus o 00 Matematicamente ol sienifien che i processo wricinule
di srplus o wodifieato i ums auricra cillettente in 0010 aorplus sodificaw o
indicato con Uif) Tl ¢ illnatento nella Froera 1.



Sl eyl saldo cuemlikdvo o Passicuristore o teinpo £ Allom (_‘-’H‘] i+
Pty Coma foraul v per Prej:

Fity = unx {— i Ufr).U} .

T
Nom nrerowo pero ssplicitelaente queata farinly i gnesti presendbazione,

Per una duta forza JFPinteresse § 200, sie Afu) il promio petto stugolo della
protezions peepetiue df solvililivi Inuegue

»

A} = E{j

i

L'_Mfff’ft]i Uy = H}

ol vndore previsto D Dern s secaaia b Stes dadU eienenbore,
T M A ) DU esec g QUECENTT Y bt Pat et b el tho e, U neie

derpann b pleeslo” tatervalle G5 tesnpo cac 0 Aslora ner i Y it

M) = T E AU i)
= TR LA 4 pdt + VL]

. , 1.
=L =Sty Aty e ()t + com AT
cusicché deve essere werificata Ulegnazione difforviszinle
1 il i ’ -
30“"4 () + peA (1) — 0d{u) =0,
Ouindi otteninnio
Alu) = OB 4 Cactew, W=,
dove £, £5 some le soluzioni dell'equazione
oy .
5778 +uf -9 =1

Notinmo che £1£2 = —28/0°. Dunque, per esemnpio £ << 0, £ > 0. Se Aiu) — 0
pur uw — o0, Allora (= U, Di conseguenza trovinmo
A{4) == —Ru a >0 ;
Afu) = Ce™ ", w >0 {.4)
dove B = |£,] & L solnzione pesitiva Jdell’cquasione

1 . ., . -
T}‘J"H'—-‘:“.R—{\F:U, '\}

1ot
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Doy sbetormioars i valere dello costente O vsuundamo o tunzione Alu) torno o
U8 gquestu soopo controntiaio dive situaziont: 11 snvplns iniziale e b snrples
indziabe 2 {posittvol i “piceolo ™). Nolla sitnazione (b} i swrplus mwegibimgera
anmedintainenre 1 iveto 00 o) o partie: da guel somenco, i orocesso di serplus
aodifearg veetery il medesineo. ©-oddidel essicuy itore sono gl ~teest iniontranbe
e sthrencond, wa eali sllipizio Jeve pagare = o pift coella sitnoecions 1), Ne segne
he
A0 = Az} + 7

GDpUTe

Argl =
A0y =l —E}——iﬂ—‘ = -1 h)

Sustituendo guesto in (1), vedbune che © = 1AL Poreis

t
Vg = )
m

OSSERVAZIONE 1. Una derivazione altermtivi Jdi C1) comdnein o oseor-

{(—-}!—IL'UKHI}

stone chie il processo Soapnartingata limitate ¢ nsa il teorcma i

D(,‘ui)‘

OSSERVAZIONE 2. Uniwiustificazione pitcfoninale Qi (6) utilizzerebbe il calcolo
Ja,

OSSERVAZIONE 3. La formuly (7} pud sssers trovalo conwe {R.8) i Gerber ¢
Salu T IOURAL,

1. Assicurazione di solvibilitd — tempo finito

Clousideriame ora anCwsienrscione di solvibilicy diteemiea temporauea, dove la
protezione & fornita solo fino al tempo T Sk (17 11 premio netto singolo.
Pouselamo considerare la protezione temporaoen come win ditferenza tra nna
protezione differita chie cominein al teimpo T2 Ne segnue ohe

.

S, T) = A{u) — .-_~_n'pj Aloyplryw, TYde, {3)
‘)

duve ol e, T, @ > O jdica la densita della distribuzione del suephes iodificato
al tetupo 70 Fortunaments esiste una funrione esplicita Jdi questa densitle

pleya, Ty =ntryu+ ol 7 T)
+ r'_ﬂ“""")'n(r; —u+ uT,7°T)

2 O P ) +u+pT
T (g V'?_T_“

pvodl fornula 1 90), sezione 5.7 in Cox e Miller (1993)). O sostituiune 7)) ¢
VAV i 08). Dieonseguenza dobbinne calenlire bre fubesralic L orin dne possono

[
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wasere caleslat] dircttonente wsudo o (3), von = - =R, visto cie fUsodblisin
(53, In vquesto modo chienioamo
1 .
,'1(;( T) :_LI—-;{"’
) i
d T \/1-' '

(1Y)
' . . [ . s diqe
st (BT
j’E 3 .""\/[‘
|
L
Iy N e PR A
! —~ = LN / ‘!’.--_-——Jl fl .[\( i+ IF_‘___ L il
[ D P X
Ubroviiupo e .
_1'_“‘ (-0
JI? e
1

_ [ —iie
Sl RPN Bl At by
02— it dr

L ()
TR
niedinte (5), Doi, integrando per partl 111) of feniuno
]

no_ap | R

I':—_(f T \‘1—'{'(—‘“—_:—)}

J RV &

YIS /\J At
l‘ . .']

ey = = gl T,
Infine nsdwso (3), con & =

2

.T-‘—_R

, ¢ dopo guadehe semplitieazione otfeniung

{ :i—;e"*f [1 _ ‘D(I < F!{)}

:T\/TF E
_ gr{ H—_::-f-_(-}r;'[)(
)

—t 4 g — )T

)

Sostituendo qnesia espressione in (1) otteninmo il ssnltate sogucnte:

TEORELIA L.

.*-I’IU I1} '——l—f"'irflub(_”' - (VH - R"'T-I]T)
o i N\;T
g (22
3 AT
— ( i + ‘f_i) {,[f'\:*,%'."']'ub( Tut i &_II.IT:)T) .
R | J\/?. K
S




Per su'illnsienzione munerics, supponiwis g0 o= 4, o0 = 2 ¢ 8 = 056 La
thrlliy 1 formiser il pregio netto singodo Al 4 por diversi wlort sdel sor-
plvs dnizade o Lo duerata della proezione T Ly Flsura 2 mostra, poer 2l
otensi parienetri, 1 premto notta sineolo some funzione i 77 per sdiverst vidord di

s

Tubella 1. Prewio netto sizeclo per asslonracione di solvibilits dinmnics con
p=1,0="¢3=n05

i T/u | 0 I 1 ‘ . 3 l } H

i 1 ! L1456 | 0.4452 ‘ 0.1474 | 0.0408 | 0.0093 ’ 0.0017
2 14051 {06676 10.2053 | 0.1205 | 0.0450 | 0.0153
L3 1 L5433 107923 | 03897 | 01826 | 00811 | 60.0310
L L6201 | 08707 | 04523 | 02271 | 01163 | 0.0511

) 1.6854 | 0.9229 | 0.1953 | 0.2598 | 0.1327
10 1.7965 1.0275 | 0.5847 | 0.3308 | 0.1858 | 0.1034
15 1.8219 L0517 | 0.6062 | 0.3487 | 0.2001 | 0.1145

i i 0.0658
20 1.8200 | 1.0584 il},Ul‘_".Z 0.3539 | 0.2044 |Il,llT'J

25 1.8311 1.0605 | 0.6141 | 0.3555 | 0.2058 | 0.1190
1.8322 | L0615 | 0.6150 | 0.3563 | 0.2064 | 0.1196

¢

[

u=0
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Fig. 2, Promio netho singolo por sesicurazione b solvibilithe diniaica coie
fnsione di T e =1, 0 =2 ¢ 3 = 000



5. Protezione di fondi J’investimento — tempe indinito

Consldertune wn fonde dinvesticeent o, St Fog il valore df vnoneitio i foade ol
teepe ¢ CL basiamoe sl radeto classicn i wmoro hrownhane sconetrico

ity = [y ivmming, o,

Aove LIV O e precesso dl Wieer soandird. Cousblern o funsitre ana Do
Dinbeteese costarte senza visebdo o D proes ase fCTT R E D tineads
por

|,

TR L o DAY

Sopeearianee che tated bdbvidenslt siee et e D iiides TH conse s e

TR S U T TR FT TS TS A S L A R Y N FU Y DT RIS RT | ST IESNIRLT o1 EOF PSRN FEN RIS R TTIPPS
Sacnl cerres it UL, vosh a1 b (120,

O eonsicerinio nn coatratto che casnbia] sadereomutario PO o anlare

witario modificato 20 el oo repnente, S :’7‘“';) s P oo AT aJore

nuitarice protetto (02 N T M) Se By > R Dicadewen intervad i B Gomipa d

tiero WEnntanon i rendnnento di J} i:'{r‘}]- eidenticn swopeldo di {FO . Omando

f
FU) seemde ine s A, =1 aeprinneerd T sonuin peevssant di detson salinelid £778)
o scendn sotto i
Notivino ol rpuesta costrnzione pou essere eolivgata al Svontosts™ dlethy s
dune 0 B athiciente poree 3 o= e 0

wo=Ind fIR), e f o= F(0),
() =l Fth )Y,
fipy =l P/ K).

Sia Vi) il poozzo del conbratto o xia Vg, w0 = ) L Bustione desinita dabls
relazione

Vi) = VIf).

Per oy > 0, I Beddone V() si comporti come by fimzione A(a) pells seeione 3,
Duncpue )
Vi) = Ce™ '™, ),

WP 1 opportimea costirte G Se sestituiatmo O con e g secondo (12) i (5],
128 )
vediwmno che

fi = —. t 13}

Allorsn
Vif) = VIS R = CUR A f 2 A

Resta din determinare il sdore cdeiln costoaste € Per T ~tesse maglond che T
port thes wc g, abihicno
VIR )= —1. Y



™

MNemegue ciie O = /R e

Vf\h‘} = -—t_'”"t", [T il VL0

6. Protezione di fondi d’investimento — tempo finito

Suppuntinie owte Che B prodesione dinaniioa del fondo sbe colo temporanea o
Y Y B T A B A T AN TE AR TVIN O S S S RIS AL THN LIPSO ARSI
A o, PR

Us:;:t'rvi:nnu e
Vi, Ty = Vi) -7 / Vi gl e, Iy, L)
Jn

cont Via) come i 115 e play o £ cowe du (90, 1 enlenli chie ue riscltono sono
eeeenzialmente ol o qoelli chie hanao portato ol weorema 1, Percid possiamo
ntilizzare il teorema 1 apportando Je sostituzioni vpportune, Tn gnesto wmodo
treviamo che

N . —u.%-l!'-{-% .JPT

) AIN i == -,1—,9:}1’“ )
-T2, @( —
R PN

St — (4 R T
- h’r’”‘b( ! —t.“” J ) .
, Ty

con R odefinito da (13). lutine espriminmo il prevzo in terming del vildore iniziale
£ nnfunita db fonrdo:

TEOREAMA 2.

Vi f. T} =—

K (&) o 0 ( miR/f)+ 'E:U?T[R + 1} )

RAf v .
; o MR ) - St R - 1)
+h{1—;)r”®(““f]'i : W

. av i

IR ) = et TR 4 L)
- o = )<

Per un'ilustredone nnnerics prendiuue [ = 100 ¢ o = 0.2, Le rabelle 225
dhanno 1 prezed dell noraaeta por o= 001002008 00 L Lic Figur 3 inosten,
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15 T T T  _— K =100
0 _— 1
- K =95
5 _—— -
0 - - ) - _— —] I\ - }l]
= | - -~ B —— - P 1\- )
v ~ _ o — .
0F - - o e i = 80
l—‘ ./ y e -‘.___.-‘ ’-—.____J,-“" -
f 4 Y P -~ - il
10 "lrJIr A 7
f'l ."’J /'I ./, -",-'
3 ‘_' g
0 5 10 15 20 1
Fig. 3. Prepro dolla garanzia come fugione i T oo f = Wi, = 0.2 ¢

ro= L

per r = 0.04, il prezzo -lella garinzia cone frunzione D T per diverst valuri Jdi i
Fino a f = 100, il valore protetto v e il prezzo possono ecssere iuterpretati cotue
percentuale del valore iniziale Aol nnita Ji forlo.

7. Protezione con una forza di rendimento garantita

Considerizuno ora nna garenain pift forte dove i widore garnntito di un'uniti di

fondo ol tempo t & Ket (0 < v < 7). Dunue, se FUE) > Ke?t 1 tassi istantoag
di rendhmento i F{E} e Fit) sono gl stessi, o rqmando Fif) ryeinnge i litnite
RKett la semina necessaria b doeparo e fornita di wodo che 1 vadore soodificato

deli’unith non eadi sotto il limite. I processi {Fi{t)} ¢ {}3‘{ £) ¢ possong ancho

cssure espressi secotdo il Huguaggio delle sezioni 3 ¢ 4 questa volta poninmo
ity =n (F(#)/ (Ke'))
=1+ {pt — vt + W (t), t =0
rfru)zlu(ﬁm/(ff.ﬂ’))., =

Poicle 1l processo

J it }
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Tabella 2. Proszo dells gioanida e = W g =020 p = 111

T/K 0 Sh o o0 fooun 1 1o
112 AR L0065 1), 1300 LUTOT 1,510
2412 L0 N.1003 L6355 23761 £5.53350
3,12 (.0624 13,3540 1.2:063 3477 7.7060
4/12 H.I626 0.6313 18676 44470 S.3403
ni1z 0.3035 1).5450 270 5.29.403 3.5376
5712 HAT40 1.3180 ST G.0732 | L7233

t L3709 3.1230 601120 NTITE | 14,7031
2 41061 G.09231 | 1003118 | TLGS40 | 20,1295
) 1373 ) 137631 EsS0257 | 23,1640 | 2017160
11 SERINIED FRLETETAS S BRSSP ) B s PR TP HEWRIR B
') AT L LT | e Ll Pl
< LR 7 1P I T R R Mioanid | B2 RERs ] DOU

Tabella 3. Prevco dellic gz cons f = 100, 0 = 102 ¢ = 043

TN ] AU 50 1w [ 1l 10

/12 (1,000 LG8 {11347 LIGi7 15614
2/12 N.OLLG L1148 0.ua72 RIRR R G.1212
3712 URYPRT 11.4020 1.2065 35712 TOEAL2
4712 01743 0.6671 Luisd LT38 9180
5712 1.3261 1.4233 255840 DAYIZ | INNS26
5,12 115111 E.5909s 3.1950 U.2UUS | 1618

1 14200 ST G760 1 1020l | 15,5100
2 Latu7 TOTSG | 111267 150385 | 21.171s
D P70 | 155702 | 201716 ¢ 255457 | 31.7223

i1y LS.O1E | 2360008 ) 20 0004 | 300601 | 415062
| 265061 | 322002 | 383106 | 4400 | 52280
v BS.I62Z 0 44075 ) DLI28Y | L8632 fJ'G.GUi'jT_}

foung annctingaly per o= v — £o70 ne segie che snche

Jp=ir=rt+riin |
{

rot e ting o, Possknino gribidi naeee I fermule delliv sezione srecedeate per
VESE e Ve LT sestituensde o eon il tasso wmodificato v — oy,

ESERMPIO. Prewlioms 7 = 02,00 = Okl ¢ f = W I presso della woransia con
= AL LaO esaere ctietzto sdirctiainento didl Tabella % dove 7 occ 00003 =
Ll Per csenpio il provzo per oo varanzia di 2 oo, com o= U5 05 = 0003,

R S

1
e



Tabella 4. Preso dotlic garnesia con [ = TUR,

L N | 0 AR SR | 4

S <) <5 0 uf 1
1,12 TRETTN 0071 11,151 A2l Laadife
2002 TRIIIA! 0. 12 i.G31:3 Rt E H.TI
12 7 f.3700 13444 30734 PRLSHY
4712 10.1567 .7047 AT 47138 G130
Y 3 3301 11834 27015 24 1132720
LD 5109 113585 e B AL G.0137 102060

1 2 LG 3.95H) GUTETS o Hhoun? 1758010
R 0. 113 RT3 [ 11U S 1G.45475 22T
o 134764 17058 | 220512 2RATIS 310279
iy 20 w013 TROL ERANTS 3,207 i IR
i St Whohd) 1I7TLIT BN [FI]
g8 GLOO0U | 70Uy oshoansi | 2S00 | T

Tabella 5. iroezo Qb gov v con f = T00Cr = 02 e e =1Ll

T/K 0 N5 ) 15 1y
1/12 Ll TR 1437 [ 11y LT
2/12 0.0132 0.1266 L TNe2 25518 65013
/12 1.1760 0315 L1019 SNFeY =970
/12 0.1998 0.74:400) 21152 1.5570 Joavie
2412 (13756 11168 2.3231 N385 13 1441
/12 15013 1.5753 3.7 G730 1L51s7
! 22837 2363 v.1562 11,1857 LH .08
2 59016 00243 12,9165 17.5125 RN MYy
0 15171 | 19.9362 25.1821 310586 376072
10 274617 | 431947 37.5000 163676 53.7%h3
) 449721 3 52.1171 59.7563 G7.4779 6.7
X LI 1034 | 156.7323 | 1707630 | 1851501 | ZOLuion

8. Protezione sintetica di un fondo d’investiniento

Un modo per vitenere la protegione dinamica Ji un fondo d'investhinento &onsare
il purtufoglic noplicante cowe strategia Linvestimento. Considerfiuno an investi-
Lore con un eapitole iniziale @ = f+ V1, T Tuveee di aegristare In prot zione
da i agente esterne, fnveste oo sonma cowldobta una strategia che perigetta al
tootale degli nttivi Ji corcispondere, @ ynalsiasi tempo £, csobtanente allz sormma
viel valore nnitario modificito o del prezze Jdella rinnente gavanzi

At = By A VIR, T -6, 0zt<T 117)

I,

La stradegia consiste nello stanziare ol temipo £ Ly sunns

POy {1+ VP8, T~ 1)
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por Uinvestiaento tischioso, ol eompleneitto, T somatua

it = F (14 VP T = 0)

SAVUEULT —ti— FInVp F T = 1.

per Vinvestitaento privie di risebio, Cpiesto risnltaro (dove i pediee [ oindien fa
derivata paaztiale visperto o f) oS otticne de was formila colto nota cher sl pud
rrovare por eactplo clissiicato oquade fornnde 1 TLG067 1o Pawjer o6 ol 1908, &
preitie 9908 Baxtor o Rennie (1996) o nella sesione 9.3 0 Jdi Dothan (1900).

For comoditi tinortafien e senzas pordita 3 generalital poniame ¢ = (¢ £{y) =
S AW = el seguico. Dal Teorenus 2, dovo gusdehe sempliticazione, ottenlamo
L formula:

-l

c F R A T
vy d i _(TJ "( TS J
_ d)(hl”\'/j) - %rr_'ff L+ 1) ) '
oyl

Lav sbrategia ¢ gquinedi i fnvestire by soima

{ KA IR/ S+ et TR + 1)
ra-(3) o : )

d T t18)
(b(lm'h'ﬁ} - %UI"'T( R4+1j ) }
|‘f\/iﬁ
relidtive rischioso. ¢ 1a somma
. N . - b .
1 { = “NR H
(10 4} s (5" g (AL oo 1)
It f. av il (19)
oo (K fY = Lt TIR— 1 '
+ (I - —l—-) I\'E"’“’(D( A/ f) = 2o T })
. t avi'

in quello privo +i rischio. Notiame che questa scomposizions i totale degli attivi
it rischiosi e non rischiosi ¢ differente da quela in valore unitario modificato e
prezzo lella rimanente garanzia come in (179,

Per protezione o tempo indinito, le capressioni (18) ¢ (19) possano cessers
semplificate notevolmente, Prendendo il limite T — o¢ in (18} » (19) vediamo
cle le dne componenti sono

f,{l _ ([7\) } 20)

s (‘l+}§)(!}—:)ﬁ+l' -
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Per »wiilbaredone manerien, prondiown o = 0.2 0 0 = G come nelln
Toabefte 20 Le Tabells 6 fper K = 100} ¢ 8 rper /47 =2 001 testran il vadore
anitario del fuindo carie inzione el totele dealn asive o forno siiuare e o
soranzin che J b salnmone dio o= S VT 00 Noatazalngente, oo dato
sidor: o gl valore rmitario el fonsdo - nni fussione decresecae: sLe del feno
yoacnte Jdioseennzin T — # <in el wndore protetto AL Onesto o sateetiento
nuche did crsfcd delbe Figare S e S50 Le Toabedle 7 per o= 1000 ¢ 0 (Ler A = 35)
sty conwe o stale eostruito il porGdoglio repliciate o csprilgono b sons
Investitn uoll’ottive rischtoso (wedd V18 o 1 200) corns i peves nbnade el totale
{eeli atrivi.

Tabella 6. Videre unitario Jdel fondo come nzione Jded torele depli attivi o el
tempo cimanente di caranzia, con A = WL 7 = 0.2 0 p =001

gt = ' Y . . - { nfil S
J - - - - - .- - - - s

1 - - - - — - — Ao N N R I IR

1 _ _ — - - - — FLS.OT Fiisus 4110

H - - - - - {luTT . vl Mengn fro o

1330 - - —  liumas s ftess : P | ELl
PTG [ DAL Ly o bea (13

1t - - - |ruoe | emot
i - — frlaag rzeTy | 1sbel {1se e fraves L [iseas (L
145 — s [1ans (12615 Ui 4 fRITs (12 [11ten |17 [an
Lo f1an 1207y 19027 | Liad [VILTT TS0 | Do 18 [ LUy |1 e | 156
165 (12005 (13208 PLTL {10000 (16078 [ 15241 (25088 (15046 PG40y 1195
16013075 {18023 | BP0 (155,11 156,56 [157.05 | 16816 {15001 (16D 1o
W5 113900 i 1756 | 16607 [1oust 16217 16138 J1sd bt | 105 b5
170 11680 (154,12 [161.20 [ 166.55 | 167056 IERULR N BUNRC T S TR D))
175 19352 [180.07 [167.00 | 17208 | [73.06 17Eas [ITE98 (175 |iTs
10 H160.62 | 16727 [§73.16 177,51 {178.30 1ot [imao {1en s

(i

AL 4]

139 [1GT 09 [173.09 [174.90 [ 15298 J133.05 (144 32 18480 [ L8 | 18)
140 ll?l}.liﬁ 79565 |18 L5 | 1a8.158 I‘?”,?STILS{}.!'; 186G KRG (100 IR0

Tabella 7. Investimento rischioso come percentale del rotale degli attivi nel
portafoglio replicante con & = 1), 7 = 0.2 e r =104

AT =11 a0 | 20 | 0 5 4 B 2 TR RN
110 — = - - - - - - R R,
115 - - - - - - — s s2wd | sLm
120 - - - - - - — nowes | 8171 | 31y
125 - - - - - 2360 |50.12 [75.15 | w77 | 0o
30 - - — 11855 3651 15197 16626 [AL6T | U588 | 900
135 - - — lis.65 (5408 (6450 [7o07 (0031 | 9753 ] vo N3
110 - — 306 5872 Jesno (7231 [s2.66 Jusss | osor ] vous
15 — 1170 [ataT 673 |Tron asn (8728 lea g | vean | va e
o b o (3Rt 570 (7376 17882 {8408 (90.60 [07.55 [ 0077 1100
155 |53.62 [9.76 [6d.20 17800 [w2.72 [87.52 |93.02 {0806 | 1900 |t
50 Lin7 (57 45 6977 (3235 (5.0 (0006 04380 [oond | voes {Loe
165 |53.08 [63.20 |74.12 [$5.35 |45.57 |92.20 |96.12 U910 | w908 | 100
170 [50.05 |67 04 | 7765 [ST.TT (9063 0550|4710 Ui | w1
175 leaso |71.74 80,57 180,710 (0228 (0505 {07.83 [99.77 [0 | 100
150 [UT.70 | 7400 [83.01 19136 (9362 (0504 Josda fooss [T |00
15 (7006 (7700 (3508 [oose [oa72 (06,83 loroy fanwe fing L
I 17373 17958 186,84 [9d8] Pun gl Ta7.45 qugwy [eeun | s Liny
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Tabella 8. Vulore :witario del foudo eowe finzione dob totade Qegli aitivi e del
rempo rhmanente df earanzin, con & = 130 = 0.2 0o 2 (L0,

T — 1 2| 1o ‘ 1 P | TEN IRTE
10 — - — - — - PirY SR IO DL R 1000AR
115 - — - — - Tlsl prLiess | P |1t
120 - - | — — g A7 | Lh2ud JoeTorh [ 11810 Jpiand

i - - R RATEN N O S A I ETO S LT I A OSSN B VA e B ARG |
130 - - 147559 {12058 | 12457 [ 127 [ 129,18 (10un [(1y
i35 - CLELARY [E25.000 278 Fladlu | D20 E | 12000 [ 13455 ; 135
i LOGmad L2300 | bl il 42 JidG i P 1Asasn (120070 sty 1)
115 ius T 120,50 (13100 13887 | 1006 R LIETT LN P s
1oy 12000 | 13011 {13840 | L U8 LR LTy | Le Iy i han | 150 Lol
150 129040 | 15768 11535 (10085 | 152,11 f153.32 [15474 (10 93 | 155 153
pENY] IST.20 | Led 08 I3 | IRe51 [ 107050 | L3867 [ EDORD p Lo v | 1eh | i)
(I3 T A TS T E P AL A N R T B PR DA N
Y I T IR E L B TV O PR ) B B RO TN B ) 17
15 REIR U PSR I s R S Al O R R W T I R ST SV I e 175
el finia LTEn [ 1vsas (178 | 17347 | Lk [ 1=0 pive TR0
[ L Iaabadi (1830 [ le add 1% E08 | 1d-1m% | 185 156 1%5
Ped [LT6 L PRS2 1280 [ EsR T2 LSRG plstingy § IRuld 11 tan r T'H}

Tabella 9. investinwnteo

nortafoglio replicante con A =

Mae=02c¢r="100J%

rischioro coe porecntnale del fotale

deali abkivi nel

T =t 20 in 5 ! 3 3 t ni1e | a0
116 - - - - - - — Josos | eose | w676
s - - - - - — |wns 6347 | 817 | 9500
Lt - - - - w307 95000 | Teas | n2ou | U6
125 - - — |00 [z 0T |eusd beess | w30 | 9ams
130 - - — 5121 [A%0y |6R e |7ATR (0131 | 98.26 | Dok
15 - — pangs (e [esds [T6T [Rs0 (Bl | e 2] | ey
1.1 — Moo s [T | TR |xpsEd lsson [ sT | wun | anan
185 [uson |aore |6t2g (7608 =0 56 |Beal [ul.or {0508 | 245 (i
150 (w01 [oea0 teTe |8 eT (=070 (Sl 1002 fosss | wiad (oo
155 |s0an pesrso |72 fense |sros |ornt tunes [ouweo | oauor (1o
16 {0732 [OR.ST 1That |$7.068 [ounl (93,80 [wixe |ouny | oso.ud (100
105 [62us |70 [TH.5 [ah26 [DLET [9LT8 (U766 |90.74 | 1U 100
17 feru |70 (8255 |00l 0336 [u5.85 Jusas |uuss | 100 10U
ITH 70008 (7718 | QLT 1u00 | 0455 {UeT1 |93.73 (9901 (100 100
150|756 17066 |R6.68 [93.76 {95.52 |497.39 Fa9.u6 [99.95 {100 100
156|700 18177 {8898 laoan [og.80 {o7 92 [oaa1 Juw.o7 | 100 100
L9 175,20 |3.00 [su66 [us 51 Ju6.63 |85 3010 fao s 1100 100

9. Protezioni esotiche

Conideriame infne schemi esoticl dove il vidore gasaatito di an'unitd di feido ©
thipendente «dalla traiottoria pereorsa. Per eseimpio, il valore garantito ol tempo
f putrebbe estepr nna frazione fissa del vidore unitario iassiine osservito fine ol
Lempo . Anclizeinnw una protezions leggeremente diversa dove i valore unitario
sarantito al temapo £ 0 nun fragione Hesa el volore nnitario massito modificato

che ¢ stuto asservato fine al tetpo £
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Fig. 4. Valore nnifieiy Jdel fondo coine Tanzione del totide dogli setlivi con
K= 10,7 =02cr =004, por T — 21,5, 10,20,
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Fig. 5. Valore nuitario del fondo eome fnzione Jdel totale degli pttivi con
K=007-:02¢c =000 per T —¢ = 1.5.10, 20
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Y

[
l

prantibie el massimo AL, Duineue. se Ftt} >

s 1 la froenone
Lrept tosst tontoued Ji rendinento b FUE e FE) con ol stess] e cpiando File)

Sty Lo
Papzittig B harrlo e 3400 I sonnna s detaro neecasirin o fornite cosieche
i vadore viitavw modidedln non sromdn sotto la boricra, [ procosso ninssino

woadetinito come

TN R IT I TR A AR I
RO |

J'urf.“‘,'f

ATIES!

viuve i e un vadore inlzinbe eome quelio v un < f <
Ci Hiaitatuo ol caso con fempo ipfinito. Come vederno, stortinatianente il
procog G gteste conteatto oinfbite s eadeolato eome pelle cerione 30 Di
fie sodo opportastistieo. ene Lo omo ol g

IRERY L] IR 34 PR TN Y ot

ISR I DO
122)

S
Podo se L sonnna seon? ot atfesa del pegannenti corrispondenty, dove il valore

o et

Abtesn e orosdeolata serondo
ot

L,
V T

i :!‘—rf—-:;-‘r

Ui spegzione & ehie il fondo paga diviedewli in rontonid ann tasse proporzionale

costante o, di mwde che il processo

)

T
I

oo tartineadi
{23}

St VI f, oo d il prezzo delln warnazia. In prime neew osserviaie che quesia
o nna funsione omeosenens di prado 1delle variabili oo, Quindi

Vi fons ) = mb{ffm, L)

(24)

Sin v < f < e Distingtiendo se il processo Fit) seeude prima ol livello m o

sale fino al Tivello i, vidinmo che

Vif/m, 1) = Vg, Ll d{fimopo 1)+ VL Ll B f/fm; e, 1)

Le funzioni A » B seno Jefinite come nella sezione 16,10 di Panjer ¢t al. (1998).
Sono entrambe combinazione lincare di (f/m}¥ o (f/m1?2, dove ¢y ¢ 8> sono le

seluzioni dell'equazione quaviratica
3| i
1 ..,
a g+ gl —r =0,

con g dato da (221 Se 8 dudics L suluzgione pit piceola, allora ¢y <0 ey > L
Da (24 risnlta che V{f/m, 1; ) v anchie nna combinazione lincare di ( f/m)™ ¢

4 5 f;‘m.}‘}'-’ \

(f /m) . Dnneue
Vif i Loy) = it flm)™
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dove 1 coetlicioutt €9 ¢ €% diprndone nnicanents a2, Aflors, di 1239

B I A N T

il {25)

|/

Per deterninre 1 coclficionti csaminisio qnesty innzione o contorso. Dor e
stesse rogioni che portavone A 6) o 1) dohlinmo wvere:

OV
v " (26)
.J?JF‘ i '
S
chie fornisee Ia condizione:
. Jy - ro— —
N e e 275
Per o stoseo totive e hortae a c BT o Peger ot b ey, bl
v
i =),
i
J=r
che fornizce la condizioue:
Cl{l—H])-i-CrQ(l—UgJ:U. (25}
Risolvenido le eouaziond (27) ¢ (28) otteniiane
.
Clrl — L=
! wthy =i N =17
T—r; 'r e =1
_1
‘_‘n = rJJ_i
Tt h=l =
=i 7 U ! Ho= r':‘
Sontitnendo in (253} questi valori, abbimno
v o
, Sl %+ ) N
i' {f? I”?';‘*"'} =m o n—1 e ti—1 (—(J)
T T
Nutiamo che il numeragore ¢ positivo, ma il denominatore ¢ positive sulo se
“-91 Ha-—l 2"1 .
2 2 ) , 130)
1- Hl th

Il prezzo delli grranzis ¢ dungae dato dalla formula (29), & condizione che valga
v disuguaglianza (30). Se (50) non fosse verificata il “prezze” della sarzia
sisnitivebbe jnfinito. Cosiderando il Hinite f — 0 {#) — 13t — 1) Pisprossione
ascentulo memhiro di 130} ¢ 0. Danue se o = 0011 ~peezeo”™ o inbinito por qualsisa
= =0
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Liesprossione v osecnndo pusabrs o (S0Y appars ool formmula (101111
Prnjer ot ol (10X guade &, vadore oftimole nel ennresto 3o opzione s,
Vorll avd e T doennilo 1223t Shopp ¢ Shirveey 119937 Lo forimde 130 atfers
dnnemie che o vdeve rapor? {'Jifl pll.'r_"f‘rlu ili o

Dy particalare, per o = =l "procso” <acbbe intivite, Cho pno cesere spic-
cotor cose Az Clonsiderinme un’ opzione russe o iy seo fngdone i prozso
e ) (ehe o indicatioJal sibolo VOF o) nella cezione D011 G Panjer
et ol 1998y allore per om 2 f < m il prozao dolliearauzky pus cssere deseritto
L

Vi fomea) = ROF om0V a1 o)

D vesta velaczionne segue che

17 I
i R
H;-. . ",‘,;
Nloy poer 2 o= 2 abilditne 1t ooty posting conedition”
R
3 =t}
"f FES

(voedl fornunda (4.22) i Gerber ¢ Shin (1996)). Questo mostra che per o = @ i
cotuliziong (26) non puo essere soddisfatta, Dungue per @ = 2 non ¢y prezzo
nitu per Ly goransia,

10, Osservazioni conclusive

hi quesio aurticolo abbibuno mrlizuate soluziond sltersative per dae problemi
classict, I prime problomns cousiste nellassicurare Ta solvibilitd di una comnpagiiin
i nssionrazione. e o scopo ¢ la solvibilith della coiapagnia al tenpo T, la
suluzione elissics mininia ¢ fornita Jda un coutratto stop-loss che protegpe dal
verihcarst oli sinistri ucll'intervallo da 0 00 T o dove 31 Ydednctible™ & il copitade
niziale, Con guesta soluzione il surples intermedio 1o cssere negativo e o'e
poca speranza di vtienere un surplius positivo ol tempo 7. Tetto cid ¢ diverso
por isgicurazione di solvibilita dinamica, dove i pagamenti necessari sono tornitd
istantancanuaite per evitare il surplus negativo, Di consegucenza ¢'C spernnza. di
awvere un siuplus sostanzidhmente positivo al tempo 7

1 seconde preblomna concerne L protezion: di un fondo d'investimento, Se o
scopo consiste nel far valere Ulnvistimento iniziale di f almeno K ol tempo T
ahlora hisogna ntilizzare nu'opzione Ji vendita curopea con prezzo d'esercizio i
o seagdenzg T Questa soluzione statera liala coratieristica negativie seguente: se
il fonude Jd'investinuento pon si svilopps favorevolmente ¢ di conseguenza l'opzione
di vendita corripondente risult: profondamente in the mounsy, ¢’ poca speranza
chwe Pluvestimento abbia valore superiore a K al tempo T Questa situazione pno
essore evitata con la profezione dinamica del fondo: I'investitore ¢ assicnrato in
upni motaento inend il suo investimento avra valore snperiore a & o tempo 7.

Evidentemente mu protezione wigliore ha un prezzo pit elevaco, Per nn'il-
[netraricne conxidericmo un orizzonte d'tovestiiento i T = 1 con f = 100,
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Tabella 10. Canfronto det provel con f = L

N A B - R T T N N

I3 T -
N = 5 W B iny
Eurupean put option 70493 ) LIS ) 25315 | E0g2h (L0040
Dvnamic hmed nrotection | 1.7709 | 38239 | w0120 | 97475 ] 1 LT
Ratia 2.30 a0l 237 2.0 206G

Tabella 11, Rapporti del prevzi con = T, g 2 002 ¢ = W4

I S %5 a0 an T
LA D [ 20h e | 208 |l
2/12 | 207 [ 200 21l 21y | 217
120 20 P22 21 2T | 2
TP BN B0 P AT DR R B0 B I
5,120 205 | 208 peen o2l | oy
G131 208 ) 200 2.2 ) 2y 2l
1 2500 284 ] 2587 | 22 L
2 A0 | 206 261 | 2ag | 272
3 U9 | 3006 1 320 | 82 ] 3
10 |07 | 41 R332 | b ) D
20 66l [ esT | 713 | THO | TAT

oz (02 ¢ e o= 0.04 La Tabella 10 pone o confranto 1 prosed della proterione
statica con quelli deila provezione Jdinamien. [ preeet o cprestulfinmg provengono
Jdulla Tabella 11 ¢ 2ono pitt del doppio dei prezzi della eorrispoandente opzione i
vendita, Un confronte pitt esnuricnre ¢ {ornito aalla Tabelln 11, Notiano che i
rupporto tra. il prezzo Jdella protezions dinamitea di fondo o qnello dedl opzione i
vendita curopen corrispondente anmenta progressivrments con T Osservismo
ineltre rhe il rapporto si avvicina al valore 2 per valort piccoli «Jdi 7. Tnfatti, 2 & i
limite per T — 0 i generale. Poer veders ¢id sappomiane che f = K. Applichado

il Theoremn 2 atteninmao

VIR, T) =

Usando lo sviluppo

vediamo che

VIK.TY~ K

154

A
f

2

1
Ple) = 3

\/J:r

2% 2V4 AN S A B
——“—;—-——“h (?’—;-‘.T

2

'D(loﬁER—i-l))

] 1\ copif 1 =
o+ I (l-ﬁ)e ‘I’(—;_;JVT(R—-I))

—K!I?(—%av?(l?-i-l)).

f31)

tur T — ().




I prezzo dellPopeiore i voudito corrisponedente o

PUR. ) =he™ B[ =2V T + lf\/j_)

- [x"f’( _Z vT — %Tv?) .

aenwdo 1313 Jednetingo olie

vl
Y R ANy S ST N )
VT 2
I_’n "{‘l'il.\ . B
' Vil

b — e
)'--'If||r\.J'l:’

Ora supponine viwe f = KL St gUt), £ = 00 o ezione 4 densita Gl privae
tsnte by end FO) = AL Coudiztosatianente allistante del privo passaggio ve-
linine che

e

Vi) = / CTVURT — g,
Ju
PIf,T) = / e PR, T — Hyit)it,
A
D
I T r——
V(T ~K = / v I =ttt for T —n,
W

v 2T

N
Py T faI\'—{—?r—- j VI — F{t)dt for T — {3,
1

suesto spilepn perché VS Ty PIF,T) — 2 pur T — 0.
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Pricing dynamic solvency insurance
and investment fund protection

SUMMARY

In the first part of the paper the surplus of & colpany s wodeled by o Wie-
ner process. We constder a dyuamic solvency insurance contract. Under such o
contract the necessary payuents are wade instantancously =u that the modified
swrplus never falls below zero. This weans mathematically that the modified
surplus process is obtained from the original surplus process by introduction of
a reflecting barrier at cero. Theorem 1 gives an explicit expression for the ot
single premium of =nch a coutract.

In the second part we consider an investment fund whose ynit valne is ino-
delied by a geometric Browninn motion. Different forms of dynwnie investiwent
find protection are examined. The basic form is a guarantee which provides
instantaneously the necessary payments so that the upgraded fund unit value
does not fall below a protected] fevel, Theorem 2 gives an explicit exprossion for
the price of such a guarantce. This result can also be applied to price a gua-
rantee whore the protected level is an cxponential hinction of time, Moreover
it is shown explicitly how the garantce can be generated by construction of the
replicating portfolie, The dynamie investment fund ghrantee is compared to the
corresponding put option and it is ohserved that for short time intervals the
rutio of the prices is about 2. Finally the price of a wmore «xotic protection is
discussed, under whicl: the guarantced unit value at any time is o tixed fraction
of the inaxinial upgraded unit value that has been chserved uniil then, Several
nunerical and graphieal illustrations show how the theoretical resulis can be
implemented in practice.
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