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En prenant connaissance d’un mémoire récent de M. G. Doetsch (2), mon attention
a été ramenée sur quelques remarques de nature élémentaire que la lecture de la
note de M. Hardy, citée ci-dessus, m’avait suggérées et qui me paraissent apporter
quelque clarté sur P'origine des résultats obtenus par ces auteurs relativement a
la composition des noyaux de Fourier. Des remarques analogues sont contenues
dans un article de M. Hermann Kober qui paraitra prochainement(3) et dont
M. Hardy m’a obligeamment communiqué les épreuves. La voie que j’ai suivie
différe de celle de M. Kober; je I’expose briévement ci-dessous.

1. Les transformations étudiées par M. Hardy font partie de la classe des
transformations unitaires de 1’espace hilbertien L,(0, c0) {des fonctions mesurables
et de carré intégrable dans (0, c0)) qui vérifient I’équation fonctionnelle

T{f(ex)|y] = ' T[f(x) | y] (1)
pour toute valeur positive de a(4). M. Watson a donné la forme analytique
générale de ces transformationss). Nous appellerons donc transformations de
Watson les transformations de cette classe.

TufiorEME 1. Si Ty, T, T}, sont des transformations linéaires bornées de Ly(0, c0)
qui vérifient Uéquation fonctionnelle (1), la transformation T,T,T, est aussi une
solution de cette équation.

Le produit de transformations unitaires étant encore une transformation
unitaire, il résulte du théoréme précédent et de la définition des transformations
de Watson le

THEOREME 2. Le produit de trois transformations de Watson est une transforma-
tion de Watson.
Le théoréme 1 peut se démontrer comme suit: Soient

fs(y) = Talf(x) |y, fas(y) = Tolfs(@) | 9], frasy) = Tyl fas(®) |y
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Alors, en vertu de (1), on a successivement
Ty flax) |yl = 0 T[ f(2) | a~ty] = aYf(ay)
T Tyl f(ow) | y] = a Tol fy(a ™) | y] = Tolfs(®) | ay] = faslay),
N Tyl flax) | y] = Tyl faslaw) | y] = a4 [fos(®) | & 2y]
= a il y) = a M TR Tl ) | Myl

Incidemment, on voit que le produit T, T de deux transformations linéaires bornées
de Ly(0, 00) qui vérifient Uéguation fonctionnelle (1), s’il n’est pas nul, n’est pas une
solution de cette équation, mais de la suivante:

T(f(ox) | y] = TLf(x)]|ay]. (2)

Le produit de deux transformations de Watson n’est donc jamais une transformation
de Waison.

Les transformations du type T[f(x)|y] = f wK (xy) flx)dx, o K(x) est une
0

fonction de L,(0,0), forment une classe trés particuliére dans I'ensemble des
transformations linéaires bornées satisfaisant & I’équation (1). La vérification du
théoréme 1 est immédiate pour les transformations de ce type particulier.

2. On sait qu’une transformation linéaire bornée 7' de L,(0, c0) posséde une
fonction génératrice 7(x;y) définie dans le domaine (0 <z <00,0<y <00} et uni-
voquement caractérisée par les trois conditions(6):

(a) Pour chaque valeur de y,7(x;y) est une fonction absolument continue
de z.

(b) La transformée F = T'f est donnée par

¥ Y oT(x;y)
fOF(w)dx— fof(x) P dzx. (3)

(¢) Pour toute valeur de y

7(0;y) = 0. (4)
La fonction 7 posséde encore les propriétés suivantes: 7(x; y) est une fonction

© . 2
continue de (x,y) et absolument continue de y; les intégralesf 61'(a§g, y) dg
0

© . 2

et f BT(ayg,g) df sont des fonctions continues de y; 7(z; 0) = 0, et pour toute
0

fonction f de Ly(0, c0) la formule

f F*(y)dy = f 0) BT("’” y)d (5)

définit une fonction F* de Ly(0,0). La transformation T* définie par F* = T'*f
est linéaire et bornée; elle n’est autre que l'adjointe ou l'associée de T'. Sa généra-
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trice 7*(x;y) est égale & 7(y;x). L’adjointe 7* peut se caractériser directement
par la relation

| Th e = | :fl T3 da, (6)

ou f,, f, sont des fonctions arbitraires de L,(0, 00).
Les transformations linéaires bornées qui vérifient 1’équation fonctionnelle
(1) peuvent encore étre caractérisées par le théoréme suivant:

THEOREME 3. La génératrice 7(x;y) d’une transformation T linéaire et bornée de
Ly(0, c0) vérifiant U équation fonctionnelle (1) ne dépend que du produit xy. Récipro-
quement, st la génératrice T(x;y) d’une transformation linéaire bornée T de Ly(0, o0)
ne dépend que du produit xy, T satisfait a I'équation fonctionnelle (1).

Car, si T vérifie (1), en intégrant les deux membres de (1) dans Uintervalle
(0, %) et en exprimant leurs valeurs & 'aide de (3), on obtient la relation

[ e ) rlin) 2z = ot [ o) TEEY "527Y) gy,

. @ or(ax;y) Or(x;aly _
d’ou jof(x)l: P - . :Idx~ 0

Cette relation ayant lieu pour toute fonction f de L,(0,c0), le crochet doit étre
presque partout nul relativement & x. 7(x;y) étant une fonction absolument
continue de x et vérifiant (4), il s’en suit que pour toutes les valeursde z,de y et dea
(e lx;y) = 7(x;07y), ce qui démontre que 7(x;y) ne dépend que du produit zy.

Réciproquement, si la génératrice 7 de T ne dépend que du produit xy, on a,
en vertu de (3),

['rtre €12 = [ fom TV an - [ g TEE

- f " T | €1 de.

Done, T vérifie (1).
Lorsque 7(x; y) ne dépend que du produit zy, on peut poser
7(z; 1) = 7(x) (M
et introduire une fonction x(x) que nous appellerons le noyau de la transformation

T par la définition -
. ) (8)

x(x) ! appartient a Ly(0,00) et M. Watson a démontré que la condition néces-

saire et suffisante pour que la transformation F(x)= cz;ixf f(€) (gﬁ) dg soit
0

f X)X yg>§§ — Min (z,y). (9)

28-2

unitaire est que(7)
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3. Si 7y(x;y), 7a(x;y) sont les génératrices des transformations linéaires
bornées 7}, T, de Ly(0, o0), la transformation linéaire bornée 7,7} a pour généra-

trice la fonction(s)
e ) - [ P il e (10)
i o 0% of
Done, si T} et T, sont des solutions de (1) et si y,, ¥, sont les noyaux correspon-
dants, la transformation 7, 7,—qui n’est plus une solution de (1), mais de (2)—a
la génératrice dz

roal@:y) = f " ) 0 G- (11)

Si T est une troisiéme transformation linéaire bornée de L,(0,00) vérifiant (1)
et si x; est son noyau, la transformation T, T, T, = T,(T,T;) a pour génératrice

dg\ de
[ e (5 nep e %) - (12
Or, T, 7, T, étant aussi une solution de I’équation fonctionnelle (1), sa génératrice

ne dépend que du produit zy. On peut donc permuter z et y dans 1’expression
(12) sans changer sa valeur; elle est donc égale &

dé\ dt
[ 0t (5[ nwnxengs) 2. (13
Or, (13) n’est autre chose que la génératrice de (7} 7,) Ty = 1, T, T;. Nous obtenons

ainsi le(9)

THEOREME 4. Si T, T,, Ty sont des transformations linéaires bornées de Ly(0, 00)
satisfaisant a Uégquation fonctionnelle (1), on a
T, T, = T,T,T,.
11 serait intéressant d’avoir une démonstration directe de ce théoréme, c’est &
dire une démonstration n’utilisant pas la représentation analytique des trans-
formations par les génératrices.

La formule (11) montre que 7,(x;y) ne dépend que du quotient y/z. On

montrerait, par des considérations analogues & celles qui ont conduit au théoréme
3, le

THEOREME 5. La génératrice 1(x;y) d’une transformation linéaire bornée de
Ly(0,00) qui vérifie’ Uéquation fonctionnelle (2) ne dépend que du quotient y/z.
Réciproquement, si la génératrice 1(x;y) d’une transformation linéaire bornée de
L,(0, 00) ne dépend que du quotient y/x, cette transformation vérifie I’équation fonc-
tionnelle (2).

4. Les résultats obtenus par M. Hardy se rattachent aux théorémes précé-
dents par I'intermédiaire de la transformation de Watson particuliére R définie

pat RIf(@)|y] = y ). (14)
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La génératrice 75(x;y) de R est égale & log (zy) lorsque 1<y < oo et & 0 lorsque
0<zy<1;le noyau correspondant est

I, l<x<w
0, O<x<l.

Xr() = {

Par suite, si 7', T} et T, sont des transformations linéaires bornées de L,(0, )
satisfaisant 4 I’équation fonctionnelle (1), nous savons que les transformations

RTR, T,T,R= RT,T, T,RT, =T,RT, (15)

sont aussi des solutions de la méme équation fonctionnelle; de plus, si 7, T}, T,
sont des transformations de Watson, il en est de méme des produits ci-dessus.
On peut donc exprimer les génératrices ou les noyaux de ces transformations en
f;;n]?t;on des noyaux ¥, Xz Xr,de T, Ty, Ts. On obtient ainsi pour le noyau de

xnon@) = [ sr(w)u-tdu—exa(e,

et pour la génératrice de 7,7, R

s d
rr2® = [ Xrra®F = [ 22 [k @000 F-
. d
Par suite, f Xr,r,r(E7)dE = f X, (@) xr,(€) gf

La transformation 73,7] B n’est autre que la transformation qui a pour noyau
celui que M. Hardy (10) a appelé le noyau résultant des noyaux x;_et xr .
La transformation 7}, BT, a pour noyau la fonction

d
T f X, (@) X (¢~ ) !

déja rencontrée par MM. Kober(11) et Doetsch12).
8, désignant la transformation unitaire
1-A

1 1 ]
Silf(x) |yl = mf(yl)y 21, (A réel+#0),
onaf,8, =8, 81 = 8748 ; = RB. §yn’est pas, saufsi A = — 1, une transforma-
)

tion de Watson, car elle ne vérifie pas I’équation (1), mais la suivante

Sy[f(ax) | y] = a¥*-D 8, [ flx) | aty].

Un caleul analogue 3 celui qui a conduit au théoréme 1 permet de démontrer le

THEOREME 6. St T est une transformation linéaire bornée de Ly(0, c0) qui vérifie
Véquation fonctionmelle (1), Sy1TS, est une transformation lLinéaire bornée qui
vérifie encore cette équation. St T est une transformation de Watson, Sy1T8) en
est ausst une.
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L’expression assez compliquée du noyau de S317'S, se simplifie lorsque le
noyau xp(x) de T est une fonction absolument continue de z. Sa dérivée est
alors Xi-izs (@) = | A| 2¥3-D y/(24), formule déja donnée par M. Hardy 43).
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