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NICHT KONSTRUKTIV BEWEISBARE SATZE DER ANALYSIS
ERNST SPECKER

Nach allgemeiner Ueberzeugung konnen gewisse Sdtze der Analysis nicht
konstruktiv bewiesen werden. Man denke etwa an den folgenden Satz: Eine
monotone und beschrinkte Folge a(n) von rationalen Zahlen konvergiert, d.h.
es gibt eine solche ganzzahlige Funktion k(m), daf3

|atn) — aln®) | < 517; fiir n, n* = k(m).

Unter einem konstruktiven Beweis dieses Satzes hitte man etwa die Angabe eines
Verfahrens zu verstehen, das gestattet, die Funktion k(m) auf Grund der Folge
a(n) rekursiv zu definieren. Wenn ein solcher Beweis vorlige, wire insbe-
sondere gezeigt, dafl es zu einer rekursiv definierten Folge a(n) mit den ver-
langten Eigenschaften stets eine rekursiv definierbare Konvergenzfunktion
k(m) gibt.

Es soll nun im folgenden von einigen grundlegenden Sétzen der reellen Analy-
sis gezeigt werden, dafl sie nicht konstruktiv bewiesen werden kénnen—kon-
struktiv in dem Sinn, der eben angedeutet wurde. Wir stiitzen uns dabei auf
die Begriffe der rekursiven und der berechenbaren Funktion; rekursive und
berechenbare Funktionen sind zahlentheoretische Funktionen. Unter einer
rekursiven Funktion mége vorldufig eine primitiv rekursive Funktion verstanden
werden (vgl. etwa D. Hilbert und P. Bernays [3], S.286); berechenbar meint
berechenbar im Sinne von A. Church [1], S. C. Kleene [4], A. M. Turing [6].
Der Begriff der “konstruktiv definierten Funktion” wird durch die Bestimmung
als “rekursive Funktion” eher eng, durch die Bestimmung als “berechenbare
Funktion” eher weit gefafit.

DerinttioN 1. Eine Folge rationaler Zahlen ®(n) heif3t rekursiv.(berechenbar),
wenn es solche rekursiven (berechenbaren) Funktionen ¢(n), ¢(n) und x(n)
gibt, dafl x(n) = 1 und
¢(n) — ¢(n)

x(n)
DermniTioN II.  Eine Folge &(n) von rationalen Zahlen heif3t rekursiv (bere-

chenbar) konvergent, wenn es eine solche rekursive (berechenbare) Funktion
v(m) gibt, daf3

&(n) =

| ®(n) — ®(n*) | < % fiir n, n* = »(m)

Wir werden zeigen (Satz I): Es gibt eine rekursive, monotone und beschrinkte
Folge rationaler Zahlen, die nicht berechenbar konvergiert. Bei unserer Auf-
fassungsweise ist darin enthalten, dafl der zu Beginn erwihnte Satz nicht kon-
struktiv bewiesen werden kann.
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146 ERNST SPECKER

DeriniTioN III. Eine reelle Zahl r heif3t eine rekursive (berechenbare) reelle
Zahl, wenn es eine solche rekursive (berechenbare) und rekursiv (berechenbar)
konvergente Folge ®(n) rationaler Zahlen gibt, daff lim,.. ®(n) = r. Die
Menge der rekursiven reellen Zahlen bezeichnen wir mit R, .

DgrinitioN IV. Eine reelle Zahl r heifit in einen rekursiven Dezimalbruch
entwickelbar, wenn es eine solche rekursive Funktion ¢(n) gibt, dafl firn = 1
0 = ¢(n) £ 9und

- o~ ¢(k)
r=+¢(0) + kf_,: T
Die Menge der Zahlen, die sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln
lassen, bezeichnen wir mit R, .
DeriniTioN V.  Eine reelle Zahl r definiert einen rekursiven Schnitt, wenn die
Aussagen

m -m
= <, — <r
n n

(m, n = 0 und ganz, »’ Nachfolger von n) rekursiven Aussagen U(m, n) und
B(m, n) dquivalent sind.

Die Menge der Zahlen, die einen rekursiven Schnitt definieren, bezeichnen
wir mit Rz . Zu R; gehoren zum Beispiel die reellen algebraischen Zahlen; aber
auch die Zahl ¢ (Basis der natiirlichen Logarithmen) definiert einen rekursiven
Schnitt.

Man iiberzeugt sich leicht, dafl 31 O R, D R; ; und zwar sind die auftretenden
Inklusionen echt, d.h.:

Nicht jede rekursive reelle Zahl 148t sich in einen rekursiven Dezimalbruch
entwickeln.

Nicht jede Zahl, die sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln 1aft,
definiert einen rekursiven Schnitt.

Wir werden ndmlich zeigen, daf3 es eine solche reelle Zahl r gibt, dafl wohl r,
nicht aber 3r sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln 146t (Satz II).
Die Zahl 3r ist dann eine rekursive reelle Zahl, die sich nicht in einen rekursiven
Dezimalbruch entwickeln 1a8t; die Zahl » selbst definiert keinen rekursiven
Schnitt: andernfalls ndmlich definierte auch 3r einen rekursiven Schnitt und
wiire daher in einen rekursiven Dezimalbruch entwickelbar.

Satz II besagt, daBl R, nicht abgeschlossen ist gegeniiber Multiplikation mit
einer natiirlichen Zahl; fiir ®; und R; ist dies der Fall. Dagegen ist R; nicht
abgeschlossen gegeniiber Addition: Es gibt zwei solche reellen Zahlen s und
t, da wohl s und ¢, nicht aber s + ¢ einen rekursiven Schnitt definieren. Es ist
niamlich jede rekursive reelle Zahl Summe zweier Zahlen, die einen rekursiven
Schnitt definieren (Satz III).

Mit Hilfe des in Definition III eingefiihrten Begriffes der berechenbaren
reellen Zahl 1a8t sich Satz I folgendermafen verschirfen (Satz 1V): Es gibt
eine solche rekursive, monotone und beschrinkte Folge ®(n) von rationalen
Zahlen, dag lim,.. ®(n) keine berechenbare reelle Zahl ist.
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NICHT KONSTRUKTIV BEWEISBARE SATZE DER ANALYSIS 147

DEerintrioN VI. Eine Folge I(n) von ineinandergeschachtelten Intervallen
heif3t rekursiv, wenn die Folge ®(n) der linken und die Folge ¥(n) der rechten
Endpunkte von I(n) rekursive Folgen rationaler Zahlen sind.

Wir werden zeigen (Satz V): Es gibt eine solche rekursive Folge ineinander-
geschachtelter Intervalle, dafl keine rekursive reelle Zahl in allen Intervallen
der Folge enthalten ist,

Um das Verhiltnis der Sidtze IV und V zu erldutern, beweisen wir: Zu einer
rekursiven Intervallschachtelung I(n) gibt es eine berechenbare reelle Zahl,
die in allen Intervallen I(n) enthalten ist. Wenn nimlich die Lingen der
Intervalle nicht gegen 0 konvergieren, gibt es eine rationale Zahl, die in allen
Intervallen enthalten ist; andernfalls ist (wenn ®(n) den linken, ¥ (n) den rechten
Endpunkt von I(n) bezeichnet):

[ 2@ - 0@ < 1] = b0
eine berechenbare Funktion (vgl. Ende der Einleitung), und es ist
| 8(n) — 3% | < 21—," fir n, n* = b(m),

d.h. lim,.. ®(n) ist eine berechenbare reelle Zahl. (Die—nicht konstruktive—
Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten lifit sich bei diesem
Beweis nicht vermeiden.) Damit ist (unter Benutzung von Satz V) auch ge-
zeigt, dafl nicht jede berechenbare reelle Zahl eine rekursive reelle Zahl ist.
Ferner kann geschlossen werden, dafy der Satz von der Xonvergenz einer mono-
tonen und beschrinkten Folge auch dann nicht konstruktiv bewiesen werden
kann, wenn der Durchschnittsatz von Cantor gefordert wird.

DerintTiON VII. Eine Folge von Funktionen P(z, n) (n = 0, 1,..) des ra-
tionalen positiven Argumentes z hei3t rekursiv, wenn es solche rekursiven
Funktionen p(p, ¢, n), a(p, ¢, n) und 7(p, g, n) gibt, dal’ 7(p, ¢, n) = 1 und

P(g n) _ . gm) —alp, g )
" T(p; g, m) '

DerinitioN VIII.  Eine stetige reelle Funktion f(z) (definiert fiir reellesz = 0)
heifit eine rekursive reelle Funktion, wenn es eine solche rekursive Folge P(z, n)
von Funktionen des positiven rationalen Argumentes z und solche rekursiven
Funktionen u(n) und »(n) gibt, dafl

1 ,. 1
| Pz, n) — P(y,n) | <§furlw—y| < Z® >

| P(x,n) — Pz, n*) | < —;7‘ fir n, n* 2 v(k) und

liMu-o P(z, n) = f(z) fiir rationales z = 0.

Eine rekursive reelle Funktion nimmt in einer rekursiven reellen Zahl einen
rekursiven reellen Wert an. Dagegen werden wir als leicht Anwendung von
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148 ERNST SPECKER

Satz V zeigen: Es gibt eine rekursive reelle Funktion, die in einer rationalen
Zahl a den Wert —1, in einer rationalen Zahl b den Wert +1 und in keiner re-
kursiven reellen Zahl den Wert 0 annimmt (Satz VI).

Die Beweise der Siitze beruhen auf den folgenden Hilfssitzen iiber rekursive
und berechenbare Funktionen:

Hiurssatz 1. Es gibt ein solches rekursives Priadikat %(m, n), dal p,A(m, x)
keine berechenbare Funktion ist.

Hiurssatz II. Es gibt eine solche zweiwertige rekursive Funktion y(n) und
ein solches rekursives Priadikat A (n), dal

Yl Ax) & = = n)]

definiert ist (d.h. daf3 gilt (z)(Ey) [A(y) & ¥ = z]) und keine rekursive Funktion
ist.

Hivrssatz III.  Es gibt ein solches rekursives Priadikat % (m, n), daff (Ex) A (m,
z) kein berechenbares Pradikat ist.

Hilfssatz III ist von S. C. Kleene [4] bewiesen worden; Hilfssatz I folgt un-
mittelbar aus Hilfssatz III, denn (Ex)(m, x) ist dquivalent A(m, u.A(m, z)).
Hilfssatz II werden wir im folgenden beweisen.

Es ist fiir die Giiltigkeit unserer Sitze nicht wesentlich, dafl unter einer
“rekursiven Funktion” eine “primitiv rekursive Funktion” verstanden wird;
sondern es geniigt, den Bereich der rekursiven Funktionen so abzugrenzen,
daf3 er abgeschlossen ist gegeniiber primitiven Rekursionen und daf3 Hilfssatz
II gilt.

" In Verbindung mit einer Arbeit von R. L. Goodstein [2] kénnen unsere Sitze
auch noch etwas anders interpretiert werden, als es zu Beginn dieser Einleitung
geschehen ist; sie konnen némlich als Nachweis dafiir aufgefafit werden, dafl
gewisse Sitze der klassischen Analysis in der “finiten” Analysis von R. L. Good-
stein nicht mehr gelten. Es ist denn auch diese Arbeit angeregt worden durch
die Untersuchungen von R. L. Goodstein.

In den Bezeichnungen schlieSen wir uns an D. Hilbert und P. Bernays [3]
an. Insbesondere sei:

n' der Nachfolger von n;

a(0) =0, a(n’) = 1;

8(0) = 1, 6(0) = 0;

a— b, fallsa = b
a=>b =
0 sonst

Ist A(m, ») ein Pridikat, so sei u.A(x, n) = b(n) die folgendermaflen de-
finierte Funktion: gibt es kein , fiir welches 9(z, n) gilt, ist b(n) =0, andernfalls
ist b(n) das kleinste z, fiir welches Az, n) gilt; gilt (Ex)A(z, n), so schreiben
wir statt u.%(z, n) auch . A(z, n); ist A(m, n) rekursiv, so ist diese letzte Funk-
tion berechenbar.

Herrn Prof. P. Bernays, der eine erste Fassung dieser Arbeit gelesen hat,
danke ich fiir wertvolle Ratschlige.
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Hivrssatz II.  Es gibt ein solches rekursives Priadikat 2(n) und eine solche
zweiwertige rekursive Funktion y(n), dafy

Yi(A@) & z = n)]

definiert und nicht rekursiv ist.

Beweis. Nach R. Péter [5] gibt es eine solche Abzéhlung (mit Wiederholung)
der rekursiven Funktionen, dafl die Funktion d{n), die den Wert der rekursiven
Funktion mit der Nummer n an der Stelle n angibt, durch eine zweifache Re-
kursion definiert werden kann und dafl zu m und 3™-7-11" (bei beliebigem )
dieselbe Funktion gehért. d(n) ist in der Form

d(n) = ¢[i.Bn, )]

darstellbar, wobel ¢(n) eine rekursive Funktion und B(m, n) ein rekursives
Pradikat ist (S. C. Kleene [4], 736). Die Pridikate

(Ex)ln = 3™-7-11°} und
(Ez)lz = nd& B(m, )]
sind rekursiv; y(m, n) und 8(m, n) seien solche rekursive Funktionen, das3
(Ex)ln = 3™-7-11°] ~ [n(m,n) = 0] und
(Ex)lz € nd& B(m, z)] ~ [8(m,n) = 0].
Wir definieren nun Funktionen p(n), ¢(n) und r(n) folgendermafien:
p(0) = a(0) = 7(0) = 0;
ist p(n) = 0, so sei
p(n') = Bln(e(n), n')]
e(n’) = a(n) + Bln(e(n), n')]

(') = n';
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150 ERNST SPECKER

ist p(n) = 1, so sei
p(n) = al8(r(n), n')]
a(n') = o(n)
(') = 7(n).

Die Funktionen p(n), ¢(n) und 7(n) sind rekursiv. Die Funktion p(n) nimmt
immer wieder die Werte 0 und 1 an; die Funktion ¢(zn) nimmt alle nicht-negativen
ganzen Zahlen als Werte an. Die rekursive Aussage p(n) = 0 bezeichnen wir
mit A(n); ferner sei

Y(n) = ¢{u.fr = nd B(r(n), 2)I}, v(n) = Bl¥(®)].
Der Hilfssatz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dafl die Funktion
gn) = v[a(A(x) & = 2 n)]

in der benutzten Abzihlung der rekursiven Funktionen nicht die Nummer m
trigt. Um das nachzuweisen bestimmen wir n so, dafy

om) = mund o(v') = m'.
Es ist dann
p(m) =0, p(n) =1, (') = v und n(m, n') = 0;

aus der letzten Gleichung folgt, dafl die Funktionen mit den Nummern m und
1’ identisch sind. Wenn wir zeigen, dal g(n’) # d(n’), ist daher bewiesen, daf3
g(n) nicht die rekursive Funktion mit der Nummer m ist. Es sei

p" 4+ ) =1fiir0 = f < pund

p(w’ + p) = 0;
dann ist
E(A@) &z 2 n') =n' +y,
(W + ) =n'fir0 < I <y,
v +p) = dluder = ' 4+ p& B(=(’ -+ ), 2)]}
= ¢{ufz = v + p& B, 2)]}.
Nun ist

e(n+p) =1,  p( 4+ p) = 0 und daher
0(r(n + p), W' +p) = 6(’, ' +p) = 0, dh.
(Ex)[x = ' + p& B, x)]; folglich ist
¥ + p) = ¢laBW, 2)] = d(n).
Fassen wir zusammen, so erhalten wir
o) = B{Yla-(AR) & = 2 n')]}
= (' + p)] = Bld(n)] # d(v).
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Sarz 1. Es gibt eine rekursive, montone und beschrinkte Folge ®(n) ra-
tionaler Zahlen, die nicht berechenbar konvergiert.

Beweis. A(m, n) sei ein rekursives Pridikat, p(m, n) eine solche rekursive
Funktion, dafi A(m, n) ~ [p(m, n) = 0). Wir setzen

Y, m) = a { 3 flotm, x)]} ;

¥ (m, n) ist rekursiv, und zwar ist

0, wenn A(m, ) firallez < n

¥(m,n) = {

1 sonst.

Die Folge ®(n) sei nun folgendermafien definiert:

Die Folge ®(n) ist offenbar rekursiv und beschrinkt; aus ¥(m, n) < ¢(m, n’)
folgt, daf} sie monoton wachsend ist. Wir zeigen nun, dafl aus der Existenz
einer berechenbaren Konvergenzfunktion fiir $(n) folgt, dafl die Funktion
u[A(m, x)] berechenbar ist; auf Grund von Hilfssatz I wird damit Satz I be-

wiesen sein.
Es sei also b(m) eine solche berechenbare Funktion, daf3

| ®#(n) — 2(n*) | < %ﬂ; fiir n, n* = b(m).

(Dabei diirfen wir annehmen, daf b(m) = m ist.)
Firn = b(m) ist daher

>3 w(k ) _ S ik bm) b(m)) > S v m) — ¥k, blm)

k=0 k=D =0 2k

In der letzten Summe ist kein Summand negativ; ¢(k, n) — ¢(k, b(m)) ist
fiir n = b(m) entweder 0 oder 1. Daraus folgt

Y(m, n) = Y(m, b(m)) firn = b(m).
Auf Grund der Definition von ¢ (m, n) ist daher
uf A(m, )] = pfz = b(m) & A(m, 2)};

mit b(m) ist demnach auch p.%(m, z) berechenbar.

Sarz II. Es gibt eine solche reelle Zahl r, daf wohl », nicht aber 3r sich in
einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln lif3t.

Beweis. ¥ (m) sei ein solches rekursives Pridikat, daB es zu jedem n ein solches
m gibt, da m = n & A(m) erfiillt ist. v(n) sei eine rekursive Funktion, die nur
die Werte 1 und 5 annimmt. Die Funktion

1{a{A@) & z = n]} = g(n)
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ist berechenbar. p(n) sei eine solche rekursive Funktion, dafl #(n) ~ [p(n) = 0].
Es sei

¢(n) = alp(n)] - 3 + Blo(n)] - v(n).

¢(n) ist rekursiv und nimmt nur die Werte 1, 3 und 5 an. Esgist [¢(n) # 3] ~
N (n) und daher

olilp(x) #~ 3& z = n]} = ¢{a[A@) & z 2 n]}
= y{@[A@) & z = n]} = q().

Die Zahl r
— ¢(k)
B ;g 100
153t sich in einen rekursiven Dezimalbruch entwickeln. Es sei
R0 N <
3r = g o 0 < y@) =9).

x(n) sei der Rest (zwischen 0 und 9) von 7 bei der Division durch 10;

é(n) = n—iOX(n) .

x(n) und 8(n) sind rekursive Funktionen. Es ist
¥(n') = x{3 - ¢(n) + 013 - ¢(ilo(z) = 3& z = n'])]}
und daher
¥(n') = x{3 - ¢(n) + 33 - ¢(n)]}.
Fiir ¢(n) = lund q(n’) = list y(n') =

Il
I

I

Ii
i
Il

3
9
5
4
0
6

[}
v = v
I
(51 Jw; B ) S
il

Definieren wir daher

1fiirz = 1 mod 2

n =
n(n) 5f1'irnEOmod2’

80 ist

q(n’) = ql¥(n’)].
Mit ¢(n) ist auch g(n) rekursiv; da nach Hilfssatz II g(n) nicht rekursiv zu sein
braucht, ist Satz II bewiesen.

Sarz III. Jede rekursive reelle Zahl ist Summe zweier Zahlen, die einen
rekursiven Schnitt definieren.
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Beweis. Es geniigt, den Beweis flir Zahlen zu fiihren, die gréfer als 1 sind.
Zu jeder rekursiven reellen Zahl r > 1 gibt es, wie man sich leicht {iberlegt, eine
solche rekursive Funktion ¢(n), dal 1 = ¢(n’) < 3 und

_ s~ y(k)

r l; 5 -

Nun sei
t) = wlz S n&n < @)

t(n) ist rekllrsiv (und zwar ist—bei Verwendung der Gauflschen Klammern—
¢(n) = [V/n]). Weiter sei

0 fiirn = 0 mod 2
w(n) = und

1fiirn = 1 mod 2
8(n) = =(t(n)),  r(n) = BO(n)).

Die Funktionen 6(n) und 7{n) sind rekursiv. Wir setzen

aus 6(n) + 7(n) = 1 folgt, daBl s + ¢ = r.

Die Aussagen m/n’ < s und m/n’ < ¢sind rekursiven Aussagen dquivalent;
wir beweisen es fiir die zweite der beiden Aussagen. Esist r(4n” + 4n + k) =0
fir 1 £ k < 4n 4+ 3 und daher

i r®YE) s re®)

t =
=0 2% k=init8nt+s 2F ’
setzen wir
n24dn
(O(n) = n/ . 24n2+4n . ¢ Z+:4 T(k)'ﬁ(k)

pr 2k

o~ (k) ()

k=4 n2 8 n+4 2k

R(n) - nl . 2471,2-!—41» . ,

s0 ist die Aussage m/n’ < s dquivalent der Aussage
m - 2" < o(n) + R(n).
w(n) ist rekursiv; ferner ist 0 < R(n) < 1. Die Aussage m/n’ < sist daher
dquivalent der rekursiven Aussage
m - 24n’+4n < w(n).
Die Beweise der Sitze IV und V beruhen auf dem folgenden:

Hiurssatz. 7(k, n) und k(n) seien rekursive Funktionen mit den folgenden
Eigenschaften: r(k, n) = 0 oder 5, r(k, n') 2 r(k, n); x(n’) = «(n); es gibt eine
solche (beliebige) Funktion w(m), dafl k(n) = m fiir n = Ww(m). Wir setzen

K(n)
&(n) = IE Z(_I;’zf_)
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®(n) ist eine rekursive, monotone und beschrinkte Folge rationaler Zahlen.
Gibt es eine Folge R(n) = p(n)/q(n) (p(n) und g(n) ganz, p(n) = 0, g(n) = 1)
und eine Funktion t(m) derart, dafl

| R(n) — R(n*)| < %fﬁr n* 2 n und

|8() — B(w) | < g firm 2 £(h),

so ist Max, v(m, z) rekursiv definierbar, wenn p(n) und ¢(n) als Ausgangsfunk-

tionen zugelassen werden.
Wir werden annehmen diirfen, da8 w(m’) = w(m) = m und r(m’) = t(m).

Beweis. Die Funktion a(m) sei folgendermafien definiert:
a(0) =5 - a[p(0) = 3¢(0)]

om) = 5+ a[ pm)6™ = gt - (£ ot +3) .

()
Wir zeigen:
a(m) = Max, 7(m, x); genauer:
a(m) = r(m, n) fir n = Max[w(m), t(m)].

Beweis mit Induktion nach m:

|R(0) — R(n)| <1

|®(n) — R(n)| <1 firn = r(0)

(0, n) S ®(n) < 7(0, n) + 1; fiir n 2 v(0) daher

70,n) — 2 < R(0) < 7(0,n) + 3 oder auch

7(0,n) — 5 < R(0) — 3 < 7(0, n).

Ist 7(0, n) = 5, so ist R(0) — 3 > 0 und daher 5 - «[p(0) =+ 3¢(0)] = a(0)
ist 7(0, n) = 0, so ist R(0) — 3 < 0 und daher 5a[p(0) = 3¢(0)] = a(0)
in jedem Fall also 7(0, n) = a(0).

Essein = wim’) und n = t(m’); dann ist nach Induktionsvoraussetzung

r(k,n) = alk) firk £ m;

5;
0;

ferner gilt:

|Bm) — B0 | < gz @amzm),

|8) ~ R@w) | < g und

k(n) =2 m';
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es ist daher:

K(n)
Z-r(kn)<§ r(kn)_q)()<z-r(kn)+_€i_’

k=0
= 7(k, n) _ 2 ' r(k, n) 3
S - <rm <ETY 4 L
’ ’
T(m 5 n? - 5 < R(ml) Z a(k) 3 < T(m ,' n) ;
6™ k=0 6" 6™

wie im Falle n = 0 folgt daraus

rtmym) =5 - a [ pm)6” = g - (5 a6 +3)] = atm)

Sarz IV. Es gibt eine solche rekursive, monotone und beschrinkte Folge
&(n) von rationalen Zahlen, dafl lim,~. #(n) keine berechenbare reelle Zahl ist.
Beweis. U{m, n) sei ein rekursives Pridikat;

0, wenn %(m, z) firallex S n
(m ,n) =
5 sonst

t(m, n) ist rekursiv, r(m, n’) = r(m, n) (vgl. Beweis von Satz I). Die Folge

B(n) = ;"o r(lgkn)

ist rekursiv, monoton und beschrinkt. Ist lim,..., ®(n) eine berechenbare reelle
Zahl, so gibt es offenbar solche berechenbare Funktionen p(n) und g(n) (g(n) =
1), daf die Folge

R(n) = p(n)

q(n)
die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt:

lim R(n) = lim &(n)
[R(n) — R(n*)| < ;1;7. fir n* = n;

die Funktion Max 7(m, z) ist daher berechenbar. Mit Max r(m, z) ist auch
das Priadikat Max 7(m, ) = 5 berechenbar; dieses Pridikat ist d4quivalent mit
(Ex)%(m, ). Damit ist gezeigt: lim ®(n) ist hochstens dann eine berechenbare
reelle Zahl, wenn (Ez)(m, x) berechenbar ist; da dies nicht fiir alle A(m, n)
erfiillt ist (Hilfssatz III), ist Satz IV bewiesen.

Satz V. Es gibt eine solche rekursive Folge ineinandergeschachtelter Inter-
valle, da3 keine rekursive reelle Zahl in allen Intervallen der Folge enthalten ist.
Beweis. o(n) sei eine rekursive Funktion, o(n) = 0 oder 5, ¢(0) = 0. B(m,
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n) sei ein solches rekursives Pridikat, daf es zu jedem m ein n gibt, soda B{m,
n); B(0, 0) sei erfilllt. Wir setzen
r(m,n) = ofplz = nd& B(m, 2)1};
7(m, n) ist rekursiv und r(m, n’) = 7(m, n).
k(n) = Max.<a{(y)(E2)l(y < 2) — (¢ = nd& By, 2))1}

ist rekursiv, k(n’) = «k(n), «(n) £ n;firk < «(n) ist 7k, n’) = r(k, n). Aus

(y)(E2)B(y, 2) folgt, daf3 es eine solche Funktion w(m) gibt, dafl k(n) = m fir
n = w(m). Die Folge

o) = > . n)

k=0

ist rekursiv, monoton wachsend und beschriinkt; ferner sei
\I'(n) = ®(n) + l(n)

Die Folge ¥(n) ist monoton abnehmend: ¥(n') < ¥(n); ist k(n') = «x(n), so folgt
dies unmittelbar aus

7k, n') = 7k, n) fir k < «(n);
ist k(n’) = x(n) + 1, so ist

2
\I’(n) - ‘I’(n) = (I’(n) + x(n) —_- @(n') —_ W
- _ x{n*) T(k n) 2 B 2
= eom 6 Fm pon
1 2 2

2 - T g " gon >0

Die Intervalle I, mit den Endpunkten &(n) und ¥(n) bilden eine rekursive Folge
von ineinandergeschachtelten Intervallen. Die Lingen der Intervalle I, streben
gegen 0; es liegt daher genau eine reelle Zahl in allen Intervallen I, , und diese
Zahl ist gleich im &®(n). Ist eine rekursive reelle Zahl in allen Intervallen
enthalten, so gibt es rekursive Funktionen =(n) und p(n) (p(n) = 1) und eine
(beliebige) Funktion r(m) derart, daff mit

R(n) = o gilt:
|Bm) - R | < g firs* 2 n
|®(n) — R(n)| < % firn = t(k).

Nach dem Hilfssatz ist dann die Funktion
Max, r(m, z) = ¢[G.B(m, z)]
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rekursiv; da dies nach Hilfssatz II fir geeignet gewihlte ¢(n) und B(m, n) nicht
der Fall ist, ist der Satz bewiesen.

Sarz VI. Es gibt eine rekursive reelle Funktion, die in einer rationalen Zahl
a den Wert — 1, in einer rationalen Zahl b den Wert +1 und in keiner rekursiven
reellen Zahl den Wert 0 annimmt.
Beweis. Wir gehen aus von einer Intervallschachtelung [®(n), ¥(n)], wie sie
beim Beweis von Satz V konstruiert worden ist, und setzen:
2

X(n) = ®(n) + 2 — &

Qn) = ¥(n) + 2 + %.

Es ist, wie leicht nachzurechnen,

X() = X0) >

o) - o) > &,
2
6"

Nur dann ist in allen Intervallen [X(n), 2(n)] eine rekursive reelle Zahl enthalten,
wenn in allen Intervallen [®(n), ¥(n)] eine rekursive reelle Zahl enthalten ist.
Auf Grund des Beweises von Satz V geniigt es daher zu zeigen: Es gibt eine
rekursive reelle Funktion, die in X(0) den Wert —1, in 2(0) den Wert +1
annimmt und deren Wert in allen Zahlen auflerhalb des Intervalles [X(n), Q(n)]
dem absoluten Betrage nach gréier als 1/6” ist.

Die Funktion P(z, n) des rationalen (nicht negativen) Argumentes z sei fir
festes n = 0 folgendermafien definiert:

Q) — X(n) >

P(X(m),n) = — 6—1,,, O=sm=n)
P(R(m), n) = + 61—,,, ©<m=n);

in den Intervallen [X(m), X(m')], [X(n), 2(n)] und [Q(m"), 2(m)] 0 < m' < n)
sei P(z, n) linear;

P(z, n) = 1 fiir z Z 2(0).

Damit ist P(z, n) fiir alle rationalen x = X(0) = 0 definiert; die Funktionenfolge
P(z,n) (n = 0, 1, .- ) ist rekursiv, d.h. es gibt solche rekursiven Funktionen
p(p, 9 n)’ U(Z), q, n) und T(I’, q, ’I’L), daf T(p7 g, TL) 2 1 und

P _polp,g,m) —alp,q,n)
F (E” n) B (P, ¢, ) '
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Esist (m’ £ n):
P(X(m"), n) — P(X(m), n) < —-1/6™ 4+ 1/6™

X(m') — X(m) e <L
ebenso folgt:
Q(n) — X(n)
P@(m), n) — P(@(m),n) _
Q(m) — Q(m") )

Da P(z, n) in den betrachteten Intervallen linear ist, gilt
IP(:c,n) - P(y’n)l < IZ— yl'
Aus der Definition von P(z, n) folgt unmittelbar: Fiirn = k ist

1
IP(xJn)] <6}

genau fir X(k) < 2 < Q(k).
Es ist

l P(x7 n) - P(.’L‘, n*) | < (7)2,; fir n, n* = k,

denn ist X(k) < z < Q(k), so ist

| m)] < g uwnd |PG, ) | < g

ist x £ X(k) oder x = Q(k), so ist
P(z, n) = P(x, n*) = P(z, k).

Nun gibt es offenbar eine solche stetige reelle Funktion f(x) (definiert fiir reelles
z 2 0), daf fir rationalesz = 0

f(z) = lim,.» P(z, n).

f(z) ist eine reelle rekursive Funktion; sie nimmt an der Stelle X(0) den Wert —1,
an der Stelle Q(0) den Wert +1 an; fiir z ¢ [X(k), (k)] ist

1@ >

Die Funktion f(x) hat daher alle gewiinschten Eigenschaften.

EIDG. TECHN. HOCHSCHULE, ZURICH
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