Ergod. Th. & Dynam. Sys. (2010), 30, 1165-1199 (© 2009 Cambridge University Press
doi:10.1017/S0143385709000480 Printed in the United Kingdom

Normalisation holomorphe de structures
de Poisson

PHILIPP LOHRMANN

Institut fiir Mathematik, Universitdt Ziirich, Winterthurerstrasse 190, 8057 Ziirich,
Switzerland
(e-mail: philipp.lohrmann@math.uzh.ch)

(Received 9 September 2008 and accepted in revised form 24 March 2009)

Résumé. Nous montrons qu’une structure de Poisson a 1-jet nul est holomorphiquement
conjuguée vers une forme normale au sens de Dufour—Wade, au voisinage de son point
singulier 0 € C", si sont vérifiées d’une part une condition diophantienne sur une algébre de
Lie associée a la partie quadratique, d’autre part certaines conditions sur la forme normale
formelle.

Abstract. We show that a Poisson structure whose linear part vanishes can be
holomorphically normalized in a neighbourhood of its singular point 0 € C" if, on the one
hand, a Diophantine condition on a Lie algebra associated to the quadratic part is satisfied
and, on the other hand, the normal form satisfies some formal conditions.

1. Introduction

Soient M une variété analytique de dimension n, p € M et C® I’anneau des germes en p
de fonctions holomorphes sur M. Une structure de Poisson en p est la donnée d’une loi
de composition interne, {-, -} : C® x C® — C*, appelée crochet de Poisson. Cette loi est
bilinéaire, antisymétrique et telle que pour tout f, g, h € C :

(i) les applications { f, -} et {-, f} soient des dérivations de I’anneau C ;

(i) onaitlarelation {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = O (identité de Jacobi).

De maniere équivalente, on peut, au voisinage de p, se donner un champ de bivecteurs IT,
de la forme IT(x) = ij I1; (x)d; A 9}, 3; = 9/0x;, en coordonnées locales. Le crochet
associ€ est alors défini par {x;, x;} :=I1;;, ie. { f, g} = ij I1;;(0; fOjg — 0;g0; f), et
I’identité de Jacobi équivaut a ce que pour tout i, j, k on ait

n
> T Ty + T8 Ty + T dy T = 0.
=1
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Soit f € C®. On note X11(f) le champ de vecteurs hamiltonien de f relativement a 11, tel
que pour tout g € C®, on ait Lx;(5)(g) = {f, g}, soit

Xn(f)=)_ (0 fo; —0; o)

i<j

en coordonnées locales. On dit que f € C® est une fonction de Casimir siona {f, g} =0
pour tout g € C®. S. Lie a montré qu’au voisinage d’un point p € M ou le rang de IT
reste constant, on peut décomposer M en un produit direct M =S ® N d’une variété
symplectique S et d’une variété complémentaire A/ sur laquelle tous les crochets sont
nuls [10].

Dans la catégorie holomorphe, 1’étude locale des structures de Poisson se limite aux
points singuliers, c’est-a-dire des point ou elles s’annulent. A. Weinstein [10] a en
effet montré au début des années 80 le résultat suivant: soit IT une structure de Poisson
sur une variété holomorphe M, et soit p € M tel que I1(p) #0. Il existe alors en
p des coordonnées locales holomorphes (pi, ..., Pro @1y -+ Grs X1 - -+, Xs)s 1, S €N,
n =2r + s, telles que

I1= Z d/dpi A d/9dq; + Z mij(x) 9/0x; ANO/Oxj, x=(x1,...,Xs5),

I<i<j<r I<i<j<s

avec 7;;(0) = 0. Sous I'impulsion de Weinstein, on s’est d’abord intéressé au probleme
de la linéarisation, c’est-a-dire la conjuguaison d’une structure de Poisson a sa partie
linéaire par le moyen d’une transformation biholomorphe au voisinage de 0 € C". Pour
ce probleme, le résultat de J. Conn (voir [3]) est primordial: si 1’algebre de Lie associée
sur le cotangent est semi-simple, alors la structure de Poisson est holomorphiquement
linéarisable. On a aussi un résultat analogue dans la catégorie C* (voir [4]). Stolovitch,
dans [9], a établi I’existence d’une conjuguaison holomorphe vers une forme normale pour
certaines classes de structures de Poisson singulieres admettant une partie linéaire, mais
pas nécessairement formellement linéarisables.

Ensuite on s’est intéressé au cas ol la partie linéaire s’annule, mais ol la partie
quadratique est non-nulle. L’intérét pour ce probleéme vient d’une part du fait que ce
cas de figure est structurellement stable (voir section 2). D’autre part, les structures de
Poisson quadratiques jouent, via les r-matrices, un role trés important dans les systemes
intégrables—pour plus de détails et la Bibliographie on revoie le lecteur au livre récent [7].
Les premiers résultats ont été obtenus par V. I. Arnol’d, qui a étudié les structures de
Poisson quadratiques en dimension 2 [1]. Dufour et Wade ont défini, dans [6] une forme
normale formelle pour les structures de Poisson a 1-jet nul qui est assez semblable de celle
de Poincaré—Dulac pour les champs de vecteurs nuls en un point. IIs ont donné un résultat
de quadratisation dans la catégorie C°°, ¢’est-a-dire la conjuguaison au 2-jet par le biais
d’un germe de transformation C*°. Pour plus d’informations sur les structures de Poisson
le lecteur pourra consulter les livres [1, 7].

Dans cet article est établi pour les structures de Poisson analytiques a 1-jet nul en un
point, (admettant une forme normale formelle de Dufour—Wade), un théoréme a la Bruno—
Stolovitch, c’est-a-dire de mise sous forme normale par le biais d’une transformation
holomorphe sous deux conditions :
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(1) une condition algébrique sur la forme normale formelle ;

(i) une condition de petits diviseurs diophantiens : on sait associer a la partie
quadratique une suite de nombres réels, appelés petits diviseurs. On demande que
ces nombres ne s’accumulent pas trop vite sur 0.

On obtient comme corollaire, qu’une structure de Poisson formellement quadratisable I’est

holomorphiquement sous une condition diophantienne. Cette condition diophantienne est

trés naturelle, et beaucoup plus faible que celle utilisée dans le résultat de quadratisation

holomorphe de Dufour et Zung dans [7].

La condition algébrique sur la forme normale formelle qu’on utilise est intrinseéque : elle
ne dépend pas de la forme normale (qui n’est pas unique). Sa propriété la plus importante
est I’identité de I’ensemble des fonctions de Casimir relatives a la partie quadratique d’une
part, et relatives a la forme normale d’autre part. Il suit une remarquable interprétation
géométrique portant sur les variétés symplectiques passant par les points voisin du point
singulier (cf. le résultat de Lie rappelé plus haut).

On utilisera une méthode de type Newton qui est devenue classsique et qui a été
introduite par Kolmogorov et Arnol’d. La démonstration s’inspire des méthodes que
Stolovitch, dans [8], a développé pour montrer son résultat sur la normalisation simultanée
d’une famille abélienne de champs de vecteurs. Ce travail s’est fait dans le cadre d’une
theése sous la direction de L. Stolovitch, et I’auteur le remercie chalereusement pour son
aide. L’auteur remercie également H. Eliasson, J.-P. Frangoise et B. Malgrange, pour leurs
suggestions qui ont permis d’améliorer la rédaction de cet article.

2. Rappels et notations

Dans cette section on rassemble des résultats sur les structures de Poisson et la forme
normale de Dufour—Wade qui sont utilisés dans la suite. Le lecteur est invité a la consulter
au fur et a mesure des besoins.

Définition 2.1. (Champ de bivecteurs quadratique diagonal) Un champ de bivecteurs
quadratique IT de la forme IT = (1/2) Zi# gij xixj 9; A9}, qij = —qji, est dit diagonal.

Remarque. (i) D’apres [6], proposition 1, 1’expression diagonale est unique, modulo
permutation des lignes de la matrice (g;;).
(i1) Tout champ de bivecteurs quadratique diagonal définit une structure de Poisson.

Notation. Pour tout 1 <i <n, on pose Y; := x;0;.

Dufour et Wade [6], et Wade [11] ont obtenus les propriétés suivantes: soit o =
(1/4) Zi, ikl Hf}xkxl 0; A 9; une structure de Poisson quadratique. On sait associer a

MY un champ de vecteurs X, appelé le rotationnnel, en posant X := Zi,j,k Hfjj Xy 0;.
Si les valeurs propres de X ne vérifient pas de relation du type A; +1; = A, + Ay, Ol
@i, j) # (r, s), alors 0 est diagonalisable. De plus, si aucune relation A; + A; =0,
Ai + Aj = A n’est satisfaite, une structure de Poisson I1, C 2_proche I, possede son 1-jet
nul, en un point p proche de O.
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Crochet de Schouten. Désignons par x; I’espace des germes de champs de vecteurs
en O (respectivement champs de vecteurs formels), et par x,:= /\” xi, I'espace des
germes de champs de p-vecteurs. On définit (voir [7]) le crochet de Schouten—Nijenhuis
[ -1: xp X Xg = Xp+q—1, C-bilinéaire et extension de la dérivée de Lie, tel que

[P, Q1= —(—1)P~D@=Drg p], 2.1)
[P, OARI=[P, Q1A R+ (=1)P"D90 A [P, R], (2.2)

(=1)P=De=Drp 10, R+ (- DP=Dig [R, P]]
+ (=D DE=DiR [P, 0]1=0. (2.3)

Un champ de 2-vecteurs IT définit une structure de Poisson, si et seulement si [I1, 1] = 0.
Le champ hamiltonien X(f) d’une fonction f relativement a une structure de Poisson I1
est donné par

Xn(f) =L/ M. (2.4)

Soit X un champ de vecteurs formel sur M nul a I’ordre deux. On a alors la formule bien
connue )
1
ady B
i!

exp(X)*(B) =) _ : 2.5)
i>0

ol on a noté ady 1’application linéaire [ X, -], et exp(X) le temps 1 du flot formel du champ

formel X. Pour plus d’informations sur le crochet de Schouten on renvoie le lecteur a [7].

Champs hamiltoniens. La notion de champ hamiltonien relativement a une structure de
Poisson s’étend aux champ de bivecteurs.

Définition 2.2. Le champ hamiltonien X p(f) d’une fonction holomorphe f relativement
a un champ de bivecteurs P est défini comme la contraction du 2-tenseur contravariant P
avec le 1-tenseur covariant df .

Pour tous champs de bivecteurs P et toute fonction holomorphe f on a

Lxp(p)(f)=0. (2.6)
En effet, Lx,(r)(f) estla contraction de P avec df Adf =0.
Pour un multi-indice I = (I, ..., I;) et une structure de Poisson IT:=(1/2)
Zi;éj a,-jYi A\ Yj ona
n n
Xn()=—x"Y"La Y, avec A=) aY;. 2.7)
i=1 Jj=1

Soient IT, TT’ des structures de Poissons quadratiques diagonales, Z un champ de vecteurs
linéaire diagonal et J, K € Z" des multi-indices. Par (2.1)—(2.4),

[, x'1=-Xn(’), (2.8)
I, x’Z1=Z A Xu(x”), (2.9)
T, XX =2(X (7)) AT+ X (X)) A TT). (2.10)

De (2.7)—(2.10) on déduit le lemme suivant.
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LEMME 2.1.
(1)  Soient I, J € 7" des multi-indices, Z un champ de vecteurs linéaire diagonal, T1 une
structure de Poisson quadratique diagonale. On a alors

[XIZ, x.]n] :X1+JH/,

ou T1' est une structure de Poisson quadratique diagonale.
(i) Soient TI!' et T/ deux structures de Poisson quadratiques diagonaux. Alors
(xIT1!, x/ 1171 s’écrit sous la forme

x+ Z cijkYi NYj N Yy, C,'jkGC.
1<i<j<k<n
Définition 2.3. Soit I1 une structure de Poisson. Une fonction f est une fonction de
Casimir si Xr(f) =0,1.e.si {f, -} =0.

Normes sur les polydisques. Soit f := Z‘ 110 ¢! x' holomorphe sur le polydisque |x| < r.
Posons || f|; := Z|1|>0 Ict|FM Pour un champ de vecteurs F :=(f1,..., fa),
holomorphe sur le polydisque |x| <r, on pose || F||, := maxi<;<p || fill-- Si

m:= % Z aij(x) % A9j, aij(x) =—aji(x),
i#]
est un champ de bivecteurs holomorphe sur le polydisque |x| <r, on définit ||I1]|, :=
max;«; [la;j(x)|l,. Finalement, pour un champ d’endomorphismes A de C", holomorphe
sur le polydisque |x| <r, c’est-a-dire un champ de matrices (a;;(x))1<;,j<n, DOtONS
IAll; ;== maxi<; j<n llaij ().

Forme normale de Dufour—Wade. Dorénavant on considere les structures de Poisson a 1-jet
nul a ’origine, admettant une partie quadratique T1° diagonale. On note

HOZ%ZailiYiAY/, ajj = —aj;, (2.11)
i#]

I’écriture diagonale de T1°. Dufour et Wade ont donné une notion de forme normale
formelle pour les structures de Poisson & 1-jet nul qui est assez proche de celle des
champs de vecteurs nuls en un point : la matrice A := (a;;) jouant le rdle du spectre de la
partie linéaire du champ de vecteurs. La lettre I désigne des multi-indices appartenant
a (NU{—1})". Lhypotheése (H) est une hypothése générique portant sur la partie
quadratique qui est précisé plus bas.

THEOREME—DEFINITION. (Dufour—Wade) Toute structure de Poisson & 1-jet nul a
Dorigine et dont la partie quadratique, de forme (2.11), satisfait I’hypothese (H) est
Sformellement conjuguée a une structure de Poisson du type

H:ZleainY,'/\Yj, (2.12)
i<j

la seconde somme étant prise sur les multi-indices 1 € (N N {—1})" pour lesquels x' est
une fonction de Casimir relativement & la partie quadratique T1°. Une structure de Poisson
formelle a 1-jet nul de forme (2.12) est dite sous forme normale au sens de Dufour—Wade.

Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 11 Jul 2017 at 11:05:14, subject to the Cambridge Core terms of use, available
at https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1017/50143385709000480


https:/www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1017/S0143385709000480
https:/www.cambridge.org/core

1170 P. Lohrmann

Remarque. Notons S; le champ de vecteurs diagonal Z;': 1 aijY;. Le mondme x! est une
fonction de Casimir relativement 2 la partie quadratique T1° équivaut i ce que pour tout
1<i fn,onaﬁg[xl =0.

Définition 2.4. (Terme résonnant) On appelle terme résonnant, un terme de la forme du
second membre de (2.12), c’est-a-dire un champ de bivecteurs polynomial s’écrivant sous
la forme x/T1’, ot le n-uplet I appartient a3 (N U {—1})" est tel que x! est une fonction
de Casimir pour la partie quadratique T1°, et le champ de bivecteurs I1/ est quadratique
diagonal.

Remarque. En général, une méme classe de conjuguaison comporte plusieurs structures
de Poisson distinctes sous forme normale au sens de Dufour—Wade. Si IT est sous forme
normale, alors on a [1'[0, ] =0.

La preuve du théoréme de Dufour et Wade repose sur le lemme suivant.

LEMME 2.2. Soit x' B un champ de bivecteurs holomorphe non-résonnant, avec I €
(NU {=1})", et B champ de bivecteurs quadratique diagonal. Supposons [T1°, x! B] =0
ainsi que I contient au plus une composante négative. Alors il existe un champ de vecteurs
linéaire diagonal Z, tel que x' Z est holomorphe, et tel que

m°, x'z1=x'B. (2.13)

Ce lemme est la traduction de Dufour—Wade [6, proposition 3], dans les notations
adoptées ici. Dans les notations adoptées ici I’hypothese (H) se formule de la maniere
suivante.

Définition 2.5. (Hypothese (H) sur la partie quadratique I1°) Pour tout
I=Uy, ..., L, =1, L, oo Loy, =1, Ty, 0 1)

avec I; € N pour tout / # i, j, tel que
1
ﬁxmumAnAnza

le mondme x! est une fonction de Casimir pour la partie quadratique I1°.

L’hypothése (H) signifie que tout champ de bivecteurs x/ B, avec I € (NU {—1})"
admettant deux composantes négatives égales a —1, satisfaisant la relation [1°, x/ B] =0,
est résonnant.

3. Le résultat principal

3.1. Algebres de Lie associées et petits diviseurs. Soit IT une structure de Poisson
holomorphe de 1-jet nul en 0 € C". La présente section est consacrée a 1’introduction
de plusieurs objets associés a sa partie quadratique 10 := (1/2) Zi# a;jYi NYj, a;j =
—aj;, supposée diagonale.

(i)  Associons a I1° les champs de vecteurs linéaires diagonaux

n
S,’ = Zainj,
j=1

Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 11 Jul 2017 at 11:05:14, subject to the Cambridge Core terms of use, available
at https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1017/50143385709000480


https:/www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1017/S0143385709000480
https:/www.cambridge.org/core
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ainsi que 1’algebre de Lie abélienne S engendrée par les champs S; (pour le crochet
de Lie).
(i) Notons G I’espace vectoriel des champs de bivecteurs quadratiques sur C” s’écrivant

n n

ZB,‘AYZ‘ avec B; 1=Zb,‘ij€S, b,‘jz—bj,'.

i=1 j=1

(iii) Introduisons I’anneau des intégrales premieres formelles oS (respectivement
holomorphes O%) de S.

Remarque. Une fonction holomorphe f appartient a oS , si pour tout 1 <i <n on a
Ls; (f) =0. Lensemble des fonctions de Casimir formelles de 10 est égal a OS.

(iv) Un terme de la forme x’Y ; (avec éventuellement J; = —1) est appellé résonnant,
s’il commute avec les champs S;, c’est-a-dire si [.S;, x]Yj] =0pourtout 1 <i <n.

(v)  On note P™?™ P’espace vectoriel des champs de vecteurs polynomiaux s’écrivant
> mii<irj<am X L', avec L champ de vecteurs linéaire diagonal, / multi-
indice (avec éventuellement une composante égale 3 —1 pourvu que x!L!
reste holomorphe). De méme, notons pm.2m I’espace vectoriel des champs
de bivecteurs holomorphes s’écrivant ) <|I1<2m x!B!, avec B! champ de
bivecteurs quadratique diagonal, / un multi-indice (avec éventuellement une ou deux
composantes égales 2 —1 pourvu que le terme x! B! reste holomorphe).

Remarque. Les éléments de pm2m gont d’ordre > m + 2 et de degré <2m + 1. Les
éléments de P™2" sont d’ordre > m + 3 et de degré <2m + 2.

(vi) Les applications S; — [S;, .] définissent des représentations semi-simples p”
(respectivement 5™) de 1’algebre de Lie S dans P2 (respectivement ’ﬁm’z'").

(vii) Une forme linéaire @ sur S est un poids pour la représentation p™ s’il existe
X ¢ pm.2m #0 tel que x(S;)X =[S;, X], 1 <i <l. L’ensemble de ces champs X
forme I’espace de poids associé 7?&”'2’".

Définition 3.1. Soit o un poids non nul pour la représentation p”. Posons |«|:=
maxj<j<p |@(S;)|. Pour k > 1, définissons le nombre de Bruno wy associé a mno:

wy := inf{|e| : & poids non nul pour ,o(zj), 2<j<k}

Définition 3.2. (Condition diophantienne (D)) On dit que 110 vérifie la condition (D) si on

a
—In(w,
Z (k) < 400
2k
k>0
Remarque. La condition diophantienne (D) ne dépend pas du choix de la norme dont on
muni I’espace des formes linéaires sur S pour définir les nombres de Bruno.

3.2. La condition algébrique sur la forme normale. Soit IT une structure de Poisson a
1-jet nul. Supposons que sa partie quadratique T1° satisfait I’hypothése (H), garantissant
I’existence d’une forme normale formelle. Soient S, & et OS5 telles que définies en
section 3.1.
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Définition 3.3. (Condition (C)) On dit qu’une forme normale formelle (au sens de Dufour—
Wade) de IT satisfait la condition (C) si elle appartient a 0% ® &, c’est-a-dire s’écrit
> X, oux! eOSetl! € 6.

Remarque. Si x'T1!, avec I quadratique diagonal, est un terme d’une forme normale de
Dufour-Wade générale, alors il se peut que deux coordonnées de I soient égales a —1.
Montrons que ceci n’est pas le cas sous la condition (C) : si x/TI! € OS5 ® &, alors 1
appartient 2 N”. En effet, soit x/ T/ € O®6,et posons

x'! :Z)CIl ZbUYi ANYj,
2 —
i#]
avec b;j = —bj;. Raisonnons par I’absurde, et supposons que la ip-€me coordonnée
de I soit égale & —1. Puisque les mondmes x’a;;¥; A Y; et —x'a;;Y; A'Y; doivent étre
holomorphes, tous les coefficients de la matrice (a;;) sont nuls s’ils n’appartiennent pas
a la ip-eme ligne ou colonne. Comme la matrice (g;;) est antisymétrique et non nulle, il
existe un indice jo # io avec a;,j, # 0. Dans la jo-eme ligne de la matrice (a;;), seul a y;,
est alors non nul. De plus, le mondme x/ est alors intégrale premiére du champ de vecteurs
mais ceci est absurde, puisque la ip-eme composante de 7 est égale a —1.

ajoig Yip»

Remarque. Si dim S = n, alors la forme normale de Dufour—Wade se réduit a la partie
quadratique. En effet, I’anneau O3 des intégrales premiéres formelles de S est alors réduit
aux constantes.

PROPOSITION 3.1. Si une forme normale formelle de 11 satisfait a la condition (C), alors
toutes les autres formes normales formelles de T1 satisfont également a (C).

Pour la preuve de la proposition 3.1, on a besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 3.1. Soit Z un champ de vecteurs, TI' € & et I € Z"" un multi-indice. Posons
=" AlAYiet Al :=> " al, Yx. Alors,

n n
(Z, x'T']=2x! Z[z, AANY + Lz(xD Z AL AY;.
i=1 i=1
Preuve du lemme 3.1. On a, d’apres (2.2),

n n
[, x' =) 1Z. X" AJ A Yy —x" Y 1Z, Vil A A
i=1 i=1
En remplagant pour tout 1<i<n, Al par > ;_,a/,Y; et en faisant entrer les
coefficients al( ¢ dans le crochet, on obtient

n
x! Z[z, Yi1A AL =x! Z (Z,a, Yi]1 A Y.
i=1 1<k,i<n
Par antisymétrie de la matrice (alfk), ceci devient —x! ZZZI[Z , A;{] A Yr. Au total on

obtient

n n
(2, x' T =2x" Y (Z, A A Y + Y Lzx" A] A Y O
i=1 i=1
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LEMME 3.2. Soit xJYj holomorphe et résonnant tel qu’en section 3.1 (iv), et soit x' T e
05 ® S, c’est-a-dire x' € OS5 et T1! € &. Alors [xJYj, X' ed’®a6.

Preuve du lemme 3.2. Rappelons que I/ € & signifie que T/ = h AiI AY; avec
AI.I = 27:1 ainYj , avec ain = —ajl.i et AiI € S pour tout 1 <i <n. D’apres le lemme 3.1,
n
[y, ' =2x" ) ('Y AL A Y + (LoryxhHl.
i=1

La premiere expression du second membre est nulle, car AZ.I eSetx 1 Y; est résonnant,
tandis que la deuxiéme expression du second membre appartient 3 OS5 ® & : en effet,
E(xjyj)xl = IijJ, ol /; désigne la j-éme coordonnée de I. Il suit Lg; !ty =0
pour tout 1 <i <n. Reste a montrer : si I; # 0, alors le multi-indice I + J n’a pas de
composante strictement négative. Ceci suit du fait que / + J a une composante strictement
négative (la j-&me) si et seulement si la j-eme coordonnée de J est égale a —1 ainsi que
I; =0. O

Preuve de la proposition 3.1. Supposons IT € 05 ® G, c’est-a-dire

nzzxfnf, 3.1
J

avec x/ € OS5 et TIV € & et soit W*(I1) une autre forme normale formelle (au sens de
Dufour—Wade) de I1. Montrons que W*(IT) € 0% @ &.

Soit (W,,)n>1, ¥, = exp X, la suite de transformations formelles définie récursivement
par

Vii=w, W, :=exp(—Zy41)0o V¥, pourn>1,

ou Z, 41 est la somme des termes de degré n + 1 du champ de vecteurs (formel) X, qui
sont résonnants (dans le sens de la section 3.1 (iv)).

Il suit alors de (2.5) que par construction, le champ de vecteurs X, n’a pas de terme
résonnant de degré inférieur ol égal & n. A la limite, on obtient une transformation
formelle Vo, = exp(Xo0), ol le champ de vecteurs formel X , est composé exclusivement
de termes non-résonnants, telle que

W = (exp(—Z2) ' oexp(—=Z3) ' o+ +) 0 W,

avec Z, résonnant homogene de degré n. Par le Lemme 3.3, prouvé un peu plus loin, on a
WX (IT) = I1. 11 suit

WH(IT) = (exp(=Z2) ™' o exp(=2Z3) " o+ )"(ID). 32
Or, de (2.5) et du lemme 3.2 on déduit que pour chaque transformation exp(Z,)~! on a
BeO®®6 = (exp(—Z,) H*(B) = exp(Z,)*(B) € 0° ® &.

Comme par hypothese, I1 € (53 ® &, il suit avec (3.2) qu’on a bien W*(I1) € (55 ® 6. 0O
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LEMME 3.3. WX (IT) =I1.

Preuve. Etablissons d’abord que W} (IT) est une forme normale au sens de Dufour—
Wade. Pour cela, constatons que pour tout n > 1, la structure de Poisson W(IT) est
sous forme normale : en effet, W} (IT) (= W*(IT)) est une forme normale, et, puisque
Z, est résonnant, (2.5) et le lemme 2.1 impliquent que 1’image d’une forme normale par
exp (—Z,) est une forme normale.
Passons maintenant & la démonstration de W*_(IT) = I1. Rappelons Wy, = exp(X o) et
posons
Xoo= Y _ x'Xy, (3.3)
|1]>0
avec X; champ de vecteurs linéaire diagonal, et / multi-indice (avec éventuellement une
composante égale a —1). Rappelons que chaque terme apparaissant effectivement dans
la somme est non-résonnant. Soit xX[Tx un mondéme de plus petit degré du champ de
bivecteurs W} (IT) — I1. Montrons qu’il est nul. Par Wy, = exp(Xo) et (2.5), xXTIg est
une somme de termes de la forme

x'x! x/m’y, (3.4)

avec [ + J = K, ot x’ IT7 est un terme provenant de IT, c’est-a-dire du deuxieéme membre
de (3.1), et x’ X! est un terme (non-résonnant) du second membre de (3.3). D’apres le
lemme 2.1, le terme (3.4) est non-résonnant. On en déduit que si xX TTg est non nul, alors
xKTIx est non-résonnant. Mais ceci contredit le fait, établi plus haut, que WX (IT) est une
forme normale au sens de Dufour—Wade de IT. Donc xX Tk est nul. O

Remarque. Le fait que ’hypothese sur la forme normale soit intrinséque permettra, dans
la démonstration du théoréme de normalisation qui suit, de normaliser vers une forme
normale qui peut différer de la forme normale initialement donnée.

3.3.  Un théoreme de normalisation et son cas particulier quadratique.

THEOREME 3.1. (De normalisation) Soit IT une structure de Poisson & 1-jet nul en 0 € C".
On suppose que sa partie quadratique T1° est diagonale et satisfait I’hypothése (H). On
suppose également que les formes normales formelles de T1 satisfont I’hypothese (C), et
que T1° satisfait I’hypothese (D). Alors T1 est holomorphiquement conjuguée & une forme
normale (i.e. il existe un biholomorphisme ® : (C*, 0) — (C", 0) tel que ®*T1 € O° @ S).

COROLLAIRE 3.1. (De quadratisation) Soit Il une structure de Poisson formellement
quadratisable. Supposons que la partie quadratique I1° de 1 est diagonale et satisfait
I’hypothese (H), ainsi que la condition diophantienne (D). Alors 1 est holomorphiquement
quadratisable.

En effet, on peut montrer que si une forme normale de IT est quadratique, alors toutes
les formes normales de IT sont quadratiques. Par le théoréme 3.1, on peut alors conjuguer
IT 2 I1° par un biholomorphisme.

Rapport avec le résultat de Dufour—Zung [7, théoréme 5.7.5] On peut déduire de la
démonstration du résultat cité, qu'une structure de Poisson IT a 1-jet nul est formellement
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quadratisable si la partie linéaire diagonale S du rotationnel de IT n’admet de résonances
autres que celles qui sont engendrées par le mondme xj - - - xy,.

D’apres le résultat cité, une structure de Poisson IT & 1-jet nul est holomorphiquement
quadratisable si S satisfait en plus la condition (w) de Bruno, c’est-a-dire
—> g=o(n w,’{/2k) <00, oll on a posé w; :=min{|S.I|:S.1#0,1<]|I|< 2k, avec
S.I:=(1 /xl YLs(x!). Soient Sy, ..., S, les champs de vecteurs linéaires diagonaux
associés a partie quadratique 1% de IT (cf. section 3.1). Ona S=S;+---+S,. Le
champ S appartient donc a 1’algebre S. Puisque la la conditon diophantienne (D) du
corollaire 3.1 porte sur 1’algébre S tout entiere, elle est plus faible que la condition
diophantienne (@) de Bruno sur le seul champ S (cf. Stolovitch [8]). Donnons un exemple
en dimension 2 : soit A 1= _(c,/ ;L"!) ol w est un entier > 1 et ¢, un entier compris
entre 0 et 9 non constament nul 2 partir d’un certain indice n. Soit I1° la structure de
Poisson quadratique de matrice

0 1 0
-1 0 -
0 2 0

Le rotationnel S = —Y1 + (1 + A)Y> — AY3 ne vérifie pas la condition diophantienne de
Bruno. Mais la condition diophantienne (C) du corollaire 3.1 est satisfaite.

3.4. Interprétation géométrique. Soit IT une structure de Poisson a 1-jet nul en 0 € C”
dont la partie quadratique IT° est diagonale.
Stolovitch, dans [8, les sections 2.2, 5.3, 5.4] a établi la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2.

(i) Sil’anneau OS nest pas réduit a C, alors OS est une C-algeébre de type fini, et il
existe des monomes u1, . . ., up tel que @S =Cllut, ..., upll

(ii) Les relations entre les u; définissent une variété algébrique Cs dans CP, de
dimension s, out s est le nombre maximal de u; algébriquement indépendants.
L application w : C" — CP définie par w(x) = (u1(x), . . ., up(x)) est une fibration
singuliére au-dessus de Cs. De plus chaque S; est tangent aux fibres de 7.

COROLLAIRE 3.2. Sous les hypotheses du théoréeme 3.1, il existe au voisinage de O un
systéme de coordonnées holomorphes tel que T1 appartient a O5 @ &. Soit, dans ces
coordonnées, I1|F la restriction de I1 a une fibre F de . On a alors

j.‘
Mz =iz,

oiv TI7 est une structure de Poisson quadratique diagonale appartenant a S (cf.
section 3.1) qui dépend uniquement de la fibre F. De plus, sur chaque fibre F, pour
toute fonction holomorphe f, le champ hamiltonien de f relativement a I1 est tangent
aF.

On en déduit que les feuillets symplectiques de IT (cf. introduction) sont, au voisinage
de 0, inclus dans les fibres de w. Ces feuillets symplectiques ont la dimension de
I’algebre S. Si la dimension de S est égale a n — s, alors aux points réguliers de , les
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feuillets symplectiques de IT coincident avec les fibres. L’hypothese (C) sur la forme
normale formelle implique que I’ensemble des fonctions de Casimir formelles de la forme
normale coincide avec celui de la partie quadratique. Dans certains cas, ceci admet une
réciproque : Soit IT un structure de Poisson a 1-jet nul en 0 € C”, dont la partie quadratique
est diagonale et satisfait I’hypotheése (H). Rappelons que I’on note s le nombre maximal de
générateurs de oS qui sont algébriquement indépendants. La structure de Poisson IT est
holomorphiquement normalisable sous les hypotheses suivantes.

COROLLAIRE 3.3. Supposons l’algébre S de dimension n — s, et supposons qu’il existe
un systeme de coordonnées formelles dans lequel I’ensemble des fonctions de Casimir
de T1 est égal a oS (I’ensemble des fonctions de Casimir de TI°).  Supposons en
outre que la partie quadratique T1° vérifie la condition diophantienne (D). Alors T1 est
holomorphiquement normalisable.

Esquissons rapidement, a travers les deux lemmes suivants, comment on peut se
ramener au théoreme 3.1, c’est-a-dire pourquoi il existe un changement de variable formel
® tel que ’on ait ®*(I1) € 05 @ &.

LEMME 3.4. Dans un systeme de coordonnees formelles dans lequel I’ensemble des
fonctions de Casimir de T est égal a OS, T s’écrit sous la forme ;.o X moatt! e®.

Esquisse de preuve. Situons nous dans un systeme de coordonnées formelles dans lequel
I’ensemble des fonctions de Casimir de IT est égal 2 5. Choisissons une famille

(u1, ..., up) de mondmes générateurs de S et notons F), les fibres (de dimension n — )
de 'application v : C" — CP, x — (u1(x), ..., up(x)) = y(x). Posons
m:=mn’+ Y x'n’, n':=% B/ Ay, et B/ =) by, b;=-bl.
|1]>0 i j
On a alors

X(x;) = x; Z xIBl-I, 1<i<n.
[71>0

Or, comme les u; sont des fonctions de Casimir, on doit avoir Ly () (#;) = 0 pour tout
I1<j<petl<i<n. Cecisignifie que BiI est tangent a J, pour tout / et tout y.
L’ appartenance de Bl.I a S suit alors du fait que la dimension de F, soit n —s si y est
une valeur réguiére de 7. D’ou I € &. O

COROLLAIRE 3.4. Si IT s’écrit 3 ;1. xIT!, on TI! € &, il existe une transformation

normalisante formelle ® qui préserve les fonctions de Casimir.

Esquisse de preuve. Soit x0T un terme non-résonnant de plus petit degré. De
I’identité de Jacobi [I1, IT] =0 et du lemme 2.2 suit I’existence d’un champ de vecteurs
linéaire diagonal Zp tel que [HO, Xhz pl= xHr1fo, Pour montrer I’existence d’une
transformation normalisante préservant les fonctions de Casimir il suffit de montrer que Zp
appartient a I’algebre S : en effet, il suit de Zp € S que exp(Z) préserve le fonctions de
Casimir, et d’apres le lemme 3.4, (exp(Z))*(IT) s’écrit encore sous forme ), x’ll'll/,
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ou I’ € &. Montrons que Zp appartient a S. Par (2.9),
Iy 1 Iy

I ZZD/\X_I()XHO(X ), (35)

oll Xpo(x%) désigne le champ hamiltonien de x0 relativement a 11°. Or par hypothése,
1% e &, donc tout champ hamiltonien relativement a 1% est parallele 2 un élément de S.
Comme X o (x'0) €S, il suit avec (3.5) que Zp € S. O

Remarque. On définit une enveloppe diophantienne S de S comme une algebre de Lie de

champs de vecteurs linéaires diagonaux contenant S telle que :

(i) I’ensemble des intégrales premieres formelles communes des éléments de S coincide
avec avec OS ;

(i) il existe une constante c tel que pour tout champ de vecteurs formel P d’ordre
2 on ait max g g(|a(S)]) < maxges(|a(S)]), ol «(S) est un nombre réel tel que
a(S)P =[S, P] (voir Stolovitch [8]).

Le théoréme 3.1 reste vrai si on remplace 1’algebre S par une enveloppe diophantienne S

de celle ci.

3.5. Esquisse de la démonstration du théoréme de normalisation.

L’équation cohomologique et la majoration de ses solutions. La démonstration repose sur
une méthode de Newton inventée par Kolmogorov et Arnol’d : supposons IT normalisé au
degré m. On note alors

n=1"+ B + By’ + R"™,

ou IT™ désigne la partie de IT qui est déja sous forme normale, c’est-a-dire la somme
des termes de degré inférieur a m + 3 de 1. On désigne par BY' (respectivement By}')
la somme des termes non-résonnants (respectivement résonnants) de degré compris entre
m + 3 et 2m + 2. Par R™ on entend la somme des termes de degré supérieur a 2m + 2.
La transformation exp(Z™), avec Z™ champ de vecteurs polynomial d’ordre m + 1 et
de degré 2m + 1, normalise I1 au degré 2m + 2 si et seulement si Z™ est solution de
I’équation cohomologique
Jrrnm, zm) = B". (3.6)

Il reste a choisir Z™ de maniere que la limite (formelle) de la suite de transformations

ok k-1 1 . . . .
exp(Z- )oexp(Z- )o---oexpZ soit convergente. Le point clef est 1’assertion
suivante.

LEMME 3.5. Il existe des constantes positives 1 et e, déterminées par T1°, telles que,

pour :

(i)  tout entierm >0 ;

(i) toute forme normale de Dufour-Wade T1", de partie quadratique T1°, polynomiale
de degré inférieur a m + 3, satisfaisant a la condition (C) ; et

(iii) toute BI' € Pm2m somme de mondmes non-résonnants telle que la relation de
compatibilité J2m+4([l'[m + B!, 1" 4 B[']) = 0 soit satisfaite ;
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il existe une solution Z™ € P™?" de I’équation cohomologique (3.6) telle que, pour tout

rell/2, 1],

me
I — 10, <7 et DA™ =T, <n = 12", < — 1B,

m
ot on a posé wy, = inf{|a| : « poids non nul pour la représentation p*, 1 <k < m}.

Pour démontrer le théoreme précédent on décompose d’abord 1’équation coho-
mologique (3.6) selon les poids non nuls 8 des représentations semi-simples o et p™.
Il s’agit alors de majorer les solutions Zg des équations

JPER(IT, Zg1) = B, 3.7)

oll By est la projection sur I’espace de poids ﬁg’z'".
Deux cas distincts. Le lemme 2.2 regroupe deux situations entierement distinctes :
si 1 n’admet pas de composantes strictement négatives, alors la solution x!Z de (2.13)
est définie modulo I’addition d’un multiple de X0 D) (e champ hamiltonien de x!
relativement 2 T1°).

Si I admet une composante égale & —1, par exemple la ig-eme, alors IT/ est le produit
exterieur de Y;, avec un champ de vecteurs linéaire diagonal. Le champ de vecteurs
analytique x’ Z qui satisfait (2.13) est unique de la forme cx! Yi,, ceC.

Démarche adopté pour majorer les solutions de (3.7). On établit d’abord (en section 4.2)
I’existence d’une transformation exp(Zg[) permettant de ramener le probleme de la
majoration des solution de (3.7) au cas ot B;’; est une somme de mondémes x’ T/, avec IT/
quadratique diagonal, et / € N" (ne comportant pas de composantes strictement négatives).

Deuxieme partie (section 4.3) : soit 1 <i,, <n unindice tel que maxi<;<, |Bi| := |B| =
|Bi,,]. Notons K;, :=(0,...,0,1,0,...0) le multi-indice dont toutes les composantes
sont nulles, a I’exception de la i,,-eme, qui est égale a 1. L’holomorphie du champ
de vecteurs (1/xKim)X B (xK™) est assurée par le fait que B;”ﬂ ne comporte pas de

terme x’ B! avec une composante de I strictement négative. On montre qu’une solution
m 4 .
Zy, de I’équation

1 _ 1 .
est aussi une solution de (3.7). Une méthode utilisée par Bruno [2] et Stolovitch [8] dans
des problemes analogues, permets de majorer les solutions de (3.8).

4. Démonstration du lemme 3.5

Soit donc I1” une forme normale de Dufour—Wade, de partie quadratique I1°, polynomiale
de degré inférieur a m + 3, satisfaisant a la condition (C), et soit B € Pm2m yne
somme de mondmes non résonnants telle que la relation de compatibilité J2"+4([TT" +
B, TI™ 4 B!™]) = 0 soit satisfaite. L’existence de solutions polynomiales Z™ € P"™:2"
de I’équation cohomologique J 2"+ ([T1™, Z™]) = B! est conséquence du lemme 2.2 et
a été montré par Dufour et Wade dans [6]. Insistons sur le fait que Z™ n’est en général pas
unique.
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4.1. Décomposition. Soit B un poids non nul pour la représentation semi-simple p™
de I’algebre de Lie (abélienne) S dans 1’espace vectoriel de champs de vecteurs formels
P™-2m (cf. section 3.1). On note Pm m I’espace de poids associé, ¢’est-a-dire X € P2

appartient a Pm m i [Si, X]=p6iX,pourtout 1 <i <n.

Définition 4.1. On note 5’; ,2m I’espace de poids pour la représentation semi-simple p™
(cf. section 3.1) : c’est I’espace des cEamps de bivecteurs B = Zm+l§\1\§2m I
quadratique diagonal) appartenant a P2, tel que Ls;(x")y=pi, 1 <i <n, pour tout
multi-indice / apparaissant effectivement dans la somme.

LEMME 4.1. Soit B un poids non nul pour la représentation p™. Alors la restriction
a Pg’zm de lapplication P™2m — pm2m X 5 J2m+2([[1" X1), est a valeurs

dans Pm 2m

Preuve. Du lemme 3.1 suit d’une part que si X € P"™2" alors J>"t2([IT", X]) € pm.2m
Soit xXT1X € OS5 ® G un terme de la forme normale tronqué IT”, et soit x/Z/ €
P"’ 2m - Le fait que I'application du lemme 4.1 est a valeurs dans Pm M suit de

(x1z!, xX11K] € Pm “2M " En effet, pour tout 1 <i <n, on a Ls, (x’) = Bix! ainsi que

Ls, @Ky =0. Posons (x!Z!, xX11K):= x/117. Du lemme 3.1 suit x’/ = x!+X et donc,
pour tout 1 <i < n, larelation Lg; (x7)y=Bix’. O

Pour tout poids § de la représentation o™, notons B;”ﬁ la projection de BJ sur ﬁ;"zm
On cherche les solutions Z™ de 1’équation cohomologique (3.6) sans termes résonnants,
c’est-a-dire tel que la projection de Z™ sur Pm 2m (I’espace de poids associé au poids
nul) s’annule. On déduit du lemme precedent, que I’équation cohomologique (3.6) se
décompose selon les différents poids B8 £ 0 (pour les représentations p™ et o) en des
équations

12m+2([nm’ Z?]) — ::1/3’ @.1)

2m

ou Z;’f appartient a 73;"’ Pour montrer le théoreme 3.5, il suffit donc de montrer la

proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. Soit 8 un poids non nul pour les représentations p™ et p™. Il existe
des constantes n > 0, h > 0, déterminées par T1°, telles que, pour tout entier m > 0, il
existe Zm € Pm 2M solution de I’équation (4.1), telle que pour tout r € 11/2, 1],

2
m _ 170 m _ 170 m-h
" =%, < e | DA™ =TI, <0 = 1 Zg 1, < {1+ 5 8P 1Bl (4.2)

4.2.  Suppression des exposants négatifs. Cette section a pour objet de ramener la preuve
de la proposition 4.1 au cas ou B;"ﬁ est une somme de mondmes de la forme x/T1/, avec
I champ de bivecteurs quadratique diagonal, et / multi-indice ne comportant pas de
composantes strictement négatives.
Soit P I’espace vectoriel des champs de bivecteurs formels a 1-jet nul, et désignons
par Pt (respectivement P ) le sous-espace engendré par les monomes x! P, avec P
champ de bivecteurs quadratique diagonal, et / € N" (respectivement / € (NU {—1})"
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1180 P. Lohrmann

avec au moins une composante égale a —1). Clairement on a P =Pt @ P .Onnote Prt
(respectivement Pr™) la projection sur 22 (respectivement 73_).

De méme, soit P I’espace vectoriel des champs de vecteurs formels nuls & 1’origine,
et désignons par P+ (respectivement P~) le sous espace engendré par les mondmes x/ L,
avec L champ de vecteurs linéaire diagonal, et [ € N (respectivement I € (NU {—1})"
avec exactement une composante égale & —1). On aencore P =P+ @ P~.

PROPOSITION 4.2. Soit Bi"ﬁ tel qu’en (4.1).
(1) 1l existe un unique champ de vecteurs Z'%} € P~ N P fo] que
B B

P (2", Zg ) =B, . (4.3)

on BZ:Q_ =Pr~ (B;"ﬂ_).
(ii) 1l existe des constantes positives 11 et k, déterminées par T1°, telles que pour tout

r €11/2, 1] on ait

mk
I =10 < = 12l < T IBL
Preuve de proposition 4.2(i). Désignons par Prrg’zm la projection sur 73;"’2'". On a

Bly =Pr o Pr'g’zm(l'l). 11 suit donc de (2.5) et du lemme 4.1 qu’il suffit de montrer

qu’il existe Z™ € P~ N PZ"M unique avec
Pr~ o Pr/y" (exp(Z™)*(IT)) = 0.

On procede par réccurence sur le degré m + 1 < d < 2m + 2. Supposons J¢ T (Pr~ o
Prgl’zm(l'l)) =0 et montrons qu’il existe X € Pg”zm homogene de degré d + 1 unique

tel que J9T2(Pr~ o Prg’Zm (exp(X)*(I1))) =0. Pour ceci, considérons le champ de
bivecteurs B et les champs de bivecteurs linéaires diagonaux IT/, |1| =d — 1, tels que

Bi= Y x'm’ =@ o PP (I) — ST P o PN, (44
[|=d—1

1 suffit de montrer que pour tout x'T1/ tel que dans (4.4), il existe un unique champ de
vecteurs linéaire diagonal L’ avec x/L! e P~ N ’P}?’zm et tel que x’ L' est solution de
I’équation

o, x'L'1=x"n’. (4.5)
Or, du fait qu'on a Pr— (IT") = 0 (cf. la remarque apres la définition 3.3), de 1’identité
de Jacobi [IT, 1] = 0, du lemme 2.1 et du lemme 4.1 on déduit que pour tout champ de
bivecteurs x’ T/ tel que dans (4.4) on a

m°, x'‘1=o.

Par le lemme 2.2 on en déduit alors I’existence d’un champs de vecteurs linéaires
diagonal L’ tel que x!L est une solution holomorphe de (4.5). Comme / contient
exactement une composante strictement négative égale a4 —1, I'unicité de L! suit de
I’holomorphie de x!/L!. Lappartenance x/L! e P~ ﬂPﬂm’zm suit de x'TI/ e P~ N

Sm,2m
Pg . a
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1181

Avant de montrer la proposmon 4.2(i1) introduisons quelques notations. Notons 73
1 <i <mn, le sous-espace de P engendré par les mondmes de la forme x/T1/, avec H
quadratique diagonal, et I = (I, ..., I;) € NU {—=1})" tel que I; = —1 et I; > 0 pour
J #i. De méme, désignons par P;” le sous-espace de P~ engendré par les mondmes de
la forme x'Y;, avec I = (I, . . In) e (NU{—1})"tel que I; = —1etI; > O pour j #i.
Désignons par P+ le sous-espace P+ engendré par les mondmes de la forme x P! on P!
quadrathue dlagonal et/ =(Iy, ..., I;) € N"tel que I; = 0. On note Pr;” la projection B
sur 73 Pr la projection sur 73+ et pr; la projection sur P;.

Posons B;"ﬁl =Pr; (B _) (=Pr; (B ))

De Pr—(IT") = 0~ il su1t que la restrlctlon a P, de l'application X — Pr™([IT", X])
est a valeurs dans P;". Par la conclusion de la proposition 4.2(i) et le lemme (2.1), on
en déduit que 1’équation (4.3) se décompose selon la composante des multi-indices qui
vaut —1. Plus précisément, on a ZZ’ =Y i1 Z", ot pour tout 1 <i <n le champ de

vecteurs Z!" :=pr; (Z’" ) est I’'unique solution appartenant a P, N 73/3 m2m e I’équation
TP, Z1M) = By (4.6)

avec I := Pr?(l’lm). Par suite, la proposition 4.2(ii) est conséquence de la proposition
suivante.

PROPOSITION. (4.2 bis) Soit 1 < iy < n fixé, et soit Zi"g € 771-; N Pg’zm I’unique solution
de (4.6) pour i = ig. Il existe deux constantes positives n; et ¢, déterminées par T1°, telles
que pour toutr € 11/2, 1]

iy -, <m = 122, < |mnB*,euonr.

Soit N :={J=(1,...,J) eN":0<|J]| <m, Jip =0, x’ résonnant}. Posons alors
= fonf, ZaUY AY; 4.7
JeN l;é/

avec aljj aj{i (on a ainsi [T®+~® =TI1°). Par hypothese (C), S/ := Y ale eSs.

Soient donc ﬂij ,1<i<n,JeN définies par
(ST, X]=8/X pourtout X e Pj->". (4.8)

Comme Z;’g € P;, on peut poser (pour x;, 7 0)
Zj = g(x)Yj,. 4.9)

En développant le premier membre de (4.6) avec (2.1)-(2.4), et en utilisant que pour J € N
ona Ey,o (x7) =0, on obtient le lemme suivant.

LEMME 4.2. Soient B1(x), ..., B,(x) définies (pour x;, # 0) par
B, (x) 1= " (g(x) > x’ﬂ,-’>, l<i<n.
JeN

Alors on a B;’%l

La preuve du lemme 4.2 est donnée dans 1’appendice.

Y Bi(x)Y; A Y,
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1182 P. Lohrmann

LEMME 4.3. Soit P une structure de Poisson quadratique diagonale. Supposons P € G,
c’est-a-dire P = (1/2) Z#j bijY; NYj, avec bij = —bj; tel que T; := Z?:l bi;Y; €S.
Fixons 1 <ip <n. Soitl =(Iy, ..., I) e NU{=1})"tel que |I| > 1 et tel que I;; = —1,
I; > 0 pour i #io. Soient a; € C, 1 <i <n, tels que L, (xl) =a;x! et posons |a| =
maxi<;j<, |o;|. Alors

1
n max a;| = —|al.

J#io ]
Preuve. Si maxi<j<p |oj| =loy| avec [ #ip il n’y a rien a démontrer. Supposons
maxi<j<p o] = |aj,|. Quitte a réordonner les coordonnées, on peut supposer ip =1 et

[1,| = maxi<;<, [£;]. 1l s’agit de montrer n max -, |T;.1| > (1/|1|)|T1.1]. Exprimons,
pour 2 < j <n — 1, les coefficients b, en fonction des «; et des coefficients b;; pour
i<n:

aj:=T;j1=-1bjy + Dhbjr+---+ L,bj,

© Inbjn=aj+bj1 —hbjp—---—Ii—i1bjn—1
b 1 n lb ]2b In_lb
e @i b —bi — by Ty
RO A R R "

Exprimons alors o, :=Ty,.1 = (—1)(=b1n) + I2(—b2y) + - - - + Li—1(—bp—11).

a, = by,

I L ("= I
— —=by + —(Z Iibj | — —a2
I, L\ & I,

In—lb In—1 = I:b In—1
; n—1,1+ 7 Z jPjn=1) = =01
n n j=2 n
Par b;; = —bj; les termes €écrits entre parentheses disparaissent et on obtient
1 n—1 n—1 I 1 n—1 I
ap=|bin+ — Iibj)— Loj=—a; — La;.

Avec |I,,| = max|<j<, |I;| onen déduit ay/|I| < Z#l i |, i.e. a1 /1] < nmax;» o). O

COROLLAIRE 4.1. (Dulemme 4.3) Pour touti <i <nona

2mn? m
1Bl < =5 1182, I
Preuve du corollaire 4.1. Soit B:={I = (I, ..., 1) :xIYiO € 791-; N Pg"’zm}. Posons

ZZ)’ =gy =) 1B chLYiO ainsi que

1
— K K._ K Ky, A v.
iy = E B% et B =5 E xBbYi NY,
KeB i#]
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1183

avec bilj(. = —bﬁ (comme la ip-éme coordonnée de K est égale —1 ona bilj(. # 0 uniquement
sii =igousij=ip). Parle lemme 4.2,

bilfo = Z B =Bk 1<i<neti#ip.
L4+J=K
JeN,LeB

Pour majorer [|B;, |- en fonction de || Bi”ﬁ_ |- la difficulté provient du fait que le lemme 4.2
o
fournit pas de lien entre (bilj.),-#j et Bk.ip \= . L+J=K cLﬂl{). En appliquant le lemme 4.3
JeN,LeB

a la structure de Poisson quadratique diagonale Y ;. ;—¢ cET1/ (qui appartient & &),
JeN,LeB
pour I = K et a; = Bg,; on obtient la majoration maxi<;<, |Bk,i| < 2mn max;-;, |Bk.il-
On en déduit
max |Bk.i| < 2mn max |bi’§ | = 2mn max |biK~|.
I<i<n i#ip 0 i# Y

Par le lemme 4.2,

IBill- =

> xKBri

KeB

<2mn Z xK max |b5|
r KeB i#

r

Par définition de 1a norme |.||, (dans section 4), ”Bﬁa,-o Il = r? max;; IIZKGBbei[]{. Il

D’ou
K K KK n’
m
dox max [bj| =B DIE It N R O
KeB r i#jlKkeB r
Soit 1 <i,, <ntel que |B]| =B, |, c’est-a-dire tel que maxi<;<, |6i| = 1Bi, |-

LEMME 4.4. Il existe des constantes positives 11 et ¢, déterminées par T1°, telles que
pour toutr € 11/2, 1] on ait

’
mc
—— 1B, Il

m? -’ <n = llg@®l, <

Im

La preuve de ce lemme est donnée en appendice.

Preuve de proposition 4.2 bis. La proposition 4.2 bis suit du corollaire 4.1 et du
lemme 4.4. O

4.3. Majoration dans le cas sans exposants négatifs. Soit Z/’S"_ le champ de vecteurs
fourni par la proposition 4.2 et considérons 1’équation

JAET, Zp, ) = By (4.10)

avec §;’lﬂ ‘= Bl + JEE2([Im, Zj 1). Par la proposition 4.2 on a EZ% € PT. Signalons

qu’on a pas I’unicité des solutions de (4.10) dans 1’espace Pﬁm’zm

Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 11 Jul 2017 at 11:05:14, subject to the Cambridge Core terms of use, available
at https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1017/50143385709000480


https:/www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1017/S0143385709000480
https:/www.cambridge.org/core

1184 P. Lohrmann

PROPOSITION 4.3. 1l existe des constantes positives ny et | > 0, déterminées par o,
telles qu’il existe une solution Z IS 73;" 2 de (4.10) telle que pour tout r € 11/2, 1],

ml
107 =1, < er [ DA = O, <72 = 125, Il; < <1+ |ﬂ|2>”B I

Posons
={JeN":1<|J<m, Lsx')=0, 1<i<n},
B={IeN:m+1<|I|<2m, Lsx")=px!, 1<i<n)
ainsi que
" :=n0+fonJ et Bl '_Zx B!. (4.11)
JeNn 1eB

Pour J € 9t et I € B écrivons

Za”Y NYj, SZ-J ::iain]
j=l1

I#J
n
et B! = ZbIY NYj. Bl =) by (4.12)
t#] j=
Notons. Ki =, ...,0,1,0,...,0)le multi-indice dont la i-eme composante est égale

al, et les autres egales a0. De (2 7) suit la relaion X 1y (xKiy =xTx; SI d’ou

1
- X =85+ ) xS e X Ky = 3 x'Bl. @413)
JeN 1eB

Remarque. L'holomorphie des champs de vecteurs (4.13) est garantie par I’absence
d’exposants négatifs.

LEMME 4.5. Soit 1 <i <n tel que B; # 0.
m,2m

(1) 1l existe un unique champ de vecteurs Z; appartenant a Pﬂ solution de

1 ) 1 )
12m+1 <|:EXH”’(XK1)1 Zl]) = x_KzXE::ﬁ(XKl) (414)

(i) Z; est également solution de (4.10).

Preuve du lemme 4.5. Par (4.13) le champ de vecteurs

X = X (65 = e X (50 4 X g (650
= _xKi Hm+B>:nﬂ X = xKi (X xKi B::lﬁ X
est sous forme normale au degré m + 1 au sens de Poincaré—Dulac. On peut alors
normaliser X au degré 2m + 1 par une transformation de la forme Id + Z, ot Z est un

champ de vecteurs polynomial d’ordre m + 2 et degré 2m + 1 qui est solution de (4.14),

i.e. solution de
Jm+l ([S,» + Y x's/, zD => x'B/ (4.15)

JeNn 1B
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1185

(cf. (4.13)). En effet, pour I €5 on a ES,xI = xlﬁ,- # 0 — il est alors facile de voir que

(4.15) admet une unique solution Z; dans I’espace ’P;”zm. Reste a montrer que Z; est une
solution de (4.10), ou de maniere équivalente,

Pri- " (exp(Z))*(IT" + Bj)) =0, (4.16)
oll on note Prg"l'" la projection sur ﬁg’zm. Par (2.6) on a E[(l/xki)XB*mﬁ(xKi)](_xKi)

=0, i.e. Ly (xX7)=0, ainsi que ‘C[(l/xKi)Xnm(xKi)](xKi) =0. Via (2.3) on en déduit
Lz,(xX)=0,i.e.

1

eXP(ZD)*(X) = = Xoxp e qrim 1 iy (- (4.17)

m,2m m,2m

Or, puisque exp(Z;) normalise X au degré 2m + 1 on a prg T (X) = 0 (on note prg

m,2m

la projection sur Pﬂ ). D’apres (4.17), ceci signifie que la relation (4.16) suit de
I’'implication

Prjy 2" (exp(Zi)"(TT" + Bf)) #0 = priy™" (X) £0. 19

Montrons donc (4.18). Supposons que PrZ"zm (exp(Z)*(IT™ 4 Egl)) est non nul et admet
un terme de plus petit degré x0T10, 11 s’agit de montrer (l/xKi)szOl-[z0 (xKi)y £0. De
I’identité de Jacobi [I1, T1] = O suit la relation [T1°, x/oT1/0] = 0. D’apres le lemme 2.2, il
existe un champ de vecteurs linéaire diagonal D tel que [I1°, x%0 D] = x/oT1/0. Avec (2.9),

x0TI = D A X0 (x0). (4.19)

D’apres (2.7), Xpo(x/0) = —x%o Y1 BjYj, dou ¢:= EXHO(XIO)(xK") = —xlox; 8; #0,
puisque par hypothese, B; # 0. D’apres (4.19) et (2.2),

X oo xX1) = eD — Lp(xX1) X0 (x70). (4.20)

Comme x/0T1% £ 0, (4.19) implique que les champs de vecteurs X1/ (x”) et D ne sont
pas colinéaires. Il suit, avec ¢ # 0, qu’on a bien X 1y 71 (xX7) £ 0. O

PROPOSITION 4.4. Soit 1<i, <n tel que |B|=1Bi,|. Il existe deux constantes
positives 3 et c, determinées par T1°, telles que [’unique solution Z;, de l’équation (4.14)
pour i = iy, satisfait pour tout r € 11/2, 1],

<n3 et

1 _ ,
H e X (eim) = Xgo ()]
,

<n3
,

HD<%[Xnm (xin) Xno<x’<fm>]>
xKim

= 11Z;, I <<1+ C)H Xz, (xKin)
i —_— —_— >m (X7 im .
i 1BI2) || xKim ™ B ,

La proposition 4.4 est démontré dans la section suivante.
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1186 P. Lohrmann

Preuve de la proposition 4.3. Soit 1 <i, <n tel que |B|=1B;,|. Par le lemme 4.5,
I’unique solution Z;, de ’équation (4.14) appartenant a I’espace PZ’ 2m

solution de (4.10). Or,

est aussi une

1
< - — O,
r

1 , 1 ,
’anm(xKl) - —Kano(xK’)

r

et —IIB Il (4.21)

1 .
o X, 05

r

Avec Z% la proposition 4.3 suit de la proposition 4.4 via les majorations (4.21). O

ﬂ+ lm7

Preuve de la proposition 4.1. Par la proposition 4.2, il existe n; >0 et k>0,
determinées par 10, telles que pour tout r € ]1/2, 1], ||[I1" — oy, <n = ||Z’" I <

(mk/|ﬂ|)||B l-. Comme IT" est de degré <m + 2 et Z}’; de degré <2m + 1, 11 existe

une constante k’ > 0 telle que [T, ZE" ]|l, <mk’. Si [T — 1%, < ny on a alors

m2kk’'
1Bl < BRIl + J2" T2, Z5 D < B2l + |m|w AL
Zkk/
Q+ w|)w I, (4.22)

car on avait posé §fﬁ = Bf}, + J2mE2(m, Z/’g’{_]). Le champ de vecteurs Z/’; = Zg’+ +
Z/’g_ satisfait (4.1). D’apres (4.22) et la proposition 4.3, avec n := min(ny, 17), il existe

h > 0, determinée par 19, telle qu’on a (4.2) pour tout r € 11/2, 1]. O

4.4. Preuve de la proposition 4.4. On adapte les preuves données par Bruno et

Stolovitch dans [2, 8]. Soit 8 un poids non nul pour la représentation p™ et soit P;'; 2m

I’espace de poids associé. Pour alléger les écritures, posons

. 1 K; . 1 K;
N,'m = —EXnm (x™) et B,‘m = —EX&% (x™). 4.23)
On peut supposer que S, . .., S, avec [ < n constitue une base de 1’algebre de Lie S, et
on peut également supposer que I’on a i; < /. On peut donc poser
l
Nip = Si, + > 2781 =" hj)s;. (4.24)
JeNn =1

Remarquons que les fonctions /;(x) appartiennent a 1’ensemble 65 des intégrales
premiéres formelles de I’algebre S. De plus, h;, (0) =1, et si j # i), alorsonah;(0) =

Avec ces notations, I’équation (4.14) devient J 2m+1 ([N, Zi,1) = B;,,, ol encore

i !
J2m+1 (Z hj (x)[Sj, Zim] + Z ,Czl.m hj (X)Sj) = Bim. (4.25)
j=1 Jj=1

Comme Z;, appartient 2 I’espace de poids 73/'3" ,2m J18j, Zi,1=BjZi, pour1 < j<I. La
relation (4.25) peut alors s’écrire

)
J2m+1 (ﬂtm (hlm x) + Z h; (X) ﬁﬁj )Zim + Z ﬁzimhj(X)Sj> = Bim' (4.26)

1<j<I j=1
J#im
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1187

Rappelons que iy, est un indice tel que |8| := maxi<;<n |18i| = |Bi, |. Les B;/Bi, sont donc
bien définies et de valeur absolue majorée par un. Posons

M (x) —(hl,,,(x)+ > hj (x)f’)

1<]<[ tm

#lm
La relation (4.26) devient M (x)Z;, + le:l Lz, hj(x)S; = B,,etsi M(x) #0,
Zi, +$B(Z,) =B, 4.27)

ou 3 est I’opérateur

m,2m m,2m 2m+1
, X—>J _— Lxhi(x)S;
Pe = T - (M(x)ﬂzm IZ xhi () )

<j<l
~ 1
et B;, := J*" ! (—B,-m).
Mx)Bi,

L operateur ‘B est nilpotent : on a 3 o 3 = 0. En effet, ’opérateur 3 est a valeurs dans
le C-espace vectoriel X engendré par les champs de vecteurs de la forme f(x)S; pour 1 <
i <I, ou f(x) désigne une fonction formelle. Or, rappelons que les fonctions 4 (x)
appartiennent a 6%, les intégrales premieres formelles de 1’algebre S. Pour X € ¥ on a

donc P(X) =0
En appliquant I’opérateur Id — ‘B, la relation (4.27) devient
Zi, = Bi, —B(B,,,). (4.28)
LEMME 4.6. Il existe une constante positive 13, determinée par T1°, telle que, pour tout
1/2<r <1,

Ny, — Sigllr =m3 = 11/ M)l < 2.

La preuve du lemme 4.6 est donnée dans I’appendice. Avec |§;, | = |B| et le lemme 4.6
il existe alors 7 > 0 tel que pour 1/2 <r <1,

INi,, = Si, ll- < n3 = B; ”Bzm Il (4.29)

" =8

LEMME 4.7. Soit 13 la constante du lemme 4.6. 1l existe une constante positive ¢/,
m,2m

determinée par T1°, telle que pour toutr € 11/2, 1] et tout X € 77/S ,

/

C
I Ni,, = Si, - < m3 et [D(Ni,, = Si,)llr =3 = POl = m”X”r

Le lemme 4.7 est prouvé dans I’appendice. Sion a ||N;, — S, - <nzet||D(N;, —
Si,)lr < n3, onad apres (4.28), (4.29) et le lemme 4.7,

2Bl + 2/||B I
gl g

C
1+—= )IBi,lr, 4.30
5( W)n o (4.30)

pour tout » € ]11/2, 1] et une constante ¢ > 0 adéquate. Puisque S;,, = (1/xKim )X o (xKim)
on retrouve la proposition 4.4.

1Zi, I < IBi, - + BB, )l <
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1188 P. Lohrmann

5. Preuve du théoréme de normalisation

Champs de vecteurs, bivecteurs et transformations. Supposons la structure de Poisson
holomorphe IT du théoréme 3.1, normalisée au degré 240F! par une transformation D,
(holomorphe). Supposons qu’on ait une suite (Pp)r>k, := (Id + U~ ! de bi-
holomorphismes normalisant IT du degré 2% a celui de 2K+!, avec Uy € P22 Ep

particulier la transformation
Wi =®p_j0---0 Dy
normalise IT au degré 2k 4+ 2. ’est-a-dire on a

WH (M) == T1* + BX + BE + R,

N

ou :

k L, . z 2

Mk := J& 2 (¥ (1)) désigne la forme normale tronquée au degré 2% +2 de IT (on
change de notation par rapport a la section précédente) ;
ij désigne la somme des termes non-résonnants de degré d, avec 2k 43 <d< 2K+l 4 2 ;
Bg désigne la somme des termes résonnants de degré d, avec 2k 43 <d < 2K+l 4 2 ;
RF désigne la série (convergente) constituée des termes de degrés strictement supérieurs
2kl 42,

Le champ de vecteurs Uy est alors solution de

P B L k
J¥ (I, Ui)) = BY. 5.1
Suite de rayons. Posons yx = (me/w,%)_l/ 2, La condition diophantienne
—> (lnawy/ 2K) < 400 du théoreme 3.1 implique la convergence du produit [1%2 v En
effet,
i oot =|in(™) ™ = | L 10| < | mme| 4 3|L
n =|ln| — =|=Inl — — In(me — Inwg|.

Définissons alors une suite de nombres réels positifs (rx)ren par récurrence sur k en posant
rig1 =y (26572 2krk ; la convergence du produit des nombres réels (2¢)=%/ 2
k > 1, permet de choisir ro de maniere a ce 1/2 <r; <1 pour k assez grand. La suite
(1) reN est strictement décroissante.

On a défini cette suite de rayons pour avoir la propriété suivante, utilisé dans la suite.
Soit > 0 le nombre réel fourni par le lemme 3.5. Si on a

Tk, avec

Ik -, <n et DA -1, <n,

alors, .
IBE, <1 = U I < v % (5.2)

Soient maintenant n > 0 et e > 0 les constantes fournis par le lemme 3.5 et supposons
qu’on ait pour tout k > ko, ||l'[k — HO||,k <n et ||D(Hk — H0)||rk <n. D’apres le
lemme 3.5 on peut alors supposer que pour tout r € ]1/2, r,] on ait

me .
1Ukllr = — 1Bl
wﬂ’l

(on rappelle w,,;, = inf{min;<;<,(Jo|) : o poids non nul pour la représentation p"}).

Downloaded from https:/www.cambridge.org/core. University of Basel Library, on 11 Jul 2017 at 11:05:14, subject to the Cambridge Core terms of use, available
at https:/www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1017/50143385709000480


https:/www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1017/S0143385709000480
https:/www.cambridge.org/core

Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1189

Notation: Pour tout r > 0, on note D, le polydisque (ouvert) de rayon r de C”".

PROPOSITION 5.1. (De récurrence) Si ko est assez grand, alors on a les propriétés
suivantes.

(i)  Supposons qu’on a

4 4
(@) IT* — O, < — O — T, <n— =

2_](7 2](’
et (¢) | BX + BE + R¥),, <1,
alors on a
@) (M =T <= o EIDAH =Ty <0 = 5y

et (¢)) | BT 4 BEFT 4 REHY,,, <1

(i) Sous ’hypotheése de (i)(a), (b) et (c), on a ||Uglly.,,
transformation (Pl :=1d+ Uy vérifie

<1/(2%2. De plus, la

-1
(q)k) (Drk+1) < D(zk),l/(zk)rk - Drk.
ou D, désigne le polydisque (ouvert) de rayon r.

La preuve de la proposition 5.1 est donnée dans 1’appendice. Elle admet comme
conséquence I’existence d’une transformation convergente normalisant IT.

En effet, quitte a effectuer préalablement une transformation de la forme ¢ Id, # > 0, on
peut supposer sans perte de généralité, que la série définissant la structure de Poisson IT
converge sur le polydisque ouvert de rayon 1. Soit kg I’entier fourni par la proposition 5.1.
On choisi d’abord une transformation @, de la forme a®g, avec ®y polynomiale
normalisant IT au degré 2%, On prend a > 0 tel que @ZO(H) satisfait les hypotheses de
récurence (i) (a), (b) et (c) de la proposition 5.1. Pour cela il suffit qu’on ait

4 —1/d
a< min[(ncpgnu,ko)—l, << - %)nnko — 1'I°||rk0) ,

4 . . —1/(d—1)
<< —%>|ID(H°—H )”rko) }

oti on note d le degré minimal des termes non-quadratiques de TTX0.

La proposition 5.1 implique alors qu’il est effectivement possible de choisir une suite de
transformations (®y )k, normalisant IT du degré 2k 4+ 2 aceluide 25t + 2, de 1a maniére
décrite plus haut (i.e. & = (Id + U~ !, o Uy € sz’zkH est une solution de (5.1) fourni
par le lemme 3.5). On pose

Wi=-..0®Pp 1 0Py = lim W,
k— 00
de la maniere décrite plus haut.
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1190 P. Lohrmann

Pour établir le théoréme 3.1, nous allons montrer I’holomorphie de ¥ = limy_, oo V. sur le
polydisque D> de rayon 1/2. Plus précisément, on montrera que la suite d’applications

fmix = W)@ =0d+ U)o 0 (1d+ U™)(x)

converge uniformément sur le polydisque Dij. Il en résulte I’holomorphie de
limk_,oo(‘lfk)’l, et en conséquence, I’holomorphie de W = limg_, oo Vi sur un voisinage
de zéro.

Pour x = (x1, ..., x,) € C", notons |x| := max;<;<p |x;|. Posons, pour [ <m,
@) = 1d+ U oo (Id+ U™)(x).

Rappelons que pour tout entier kK, ona 1/2 < ry < rg41 <1, etdonc Dyjp C Dy, C D
En itérant le point (ii) de la proposition 5.1 on obtient, pour kg <[ < m, la relation

Tk+1*

xeD,,, = ™) eD,. (5.3)

Soit /[y > ko un entier. Montrons par récurrence sur m qu’on a, pour tout m > [y, la relation
m
N/ +lo—k
X €Dy, = |f"P@) —x| <Y JUTTOE (5.4)
k=l

Montrons (5.4) pourm =1y :six € Drzo ona

+10

| Foho ) — x) = [UR @) < U0y -

Supposons qu’on a (5.4) pour I’entier m, et montrons (5.4) pour m + 1. Soit x € D
On a, par (5.3), que (Id + Umth(x)e D D’ou par (5.4),

m+2*

Fm+1°

m
L Ad+ U™ () = Ad+ UYL= D 0 -

k=l
Comme "+l = fmlo (Id+ U™ ) ona
m+1
1.1 L—k
LFmH ) = X1 < N0
k=1

par I’inégalité triangulaire.
Comme D1 C D,, pour tout k > 1, la relation (5.4) implique en particulier | f (x) —
2
x| < ka=ko |UX)| ey pour tout x € D 1 En itérant la proposition 5.1, on obtient, pour

k > ko, ||Uk||rk+l < 1/2]‘. La somme Z?:ko ||Uk||rkJrl converge donc pour m — oco. Il
en résulte la convergence uniforme des I’applications f™ sur le polydisque Dj/2, ce qui
termine la preuve d’holomorphie de W. O
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1191

A. Appendice
Preuve du Lemme 4.2. Avec (2.1)—(2.4) I’égalité (4.6) devient

— 22 zm) = 12”‘*2([1'[10, gx)Y; D

— TP (X (g(x)) A Yig — [TI2, Y1)
0

io
= —12’””<Z x X (8(0) A Yoy — [Z ', yio]).
JeN JeN
De [IT7, Yi,1=0 il suit [Y_; n x/ 1, Vil =Y en ﬁyio (/)IT/ =0. D’autre part
—Xn(g(0) = X1y Ly (8()Y; = Y1y B/ g0V, puisque Z}! = g(0)Y;, € Pg>".

*ﬁlo

io?

D’ou
Bibiy = _J2m+2< Z x! X (g(0)) A Ylo) = o (Z g(x) Z x Bl Yi A Yi0>.D
JeN i=1 JeN
Preuve du lemme 4.4. Sans perte de généralité on peut supposer que Si, ..., S; est une

base de S tel que 1 <i,, <[ < n. Posons

>ox! Zh,j (x)S;. (A.D)

JeN

Comme S? =S;pour 1 <i <n,onah;;(0)=1pourl <i<n. Alors

I
2 (g(x) > hi, j(x>ﬁ,-)= B

j=1
Comme maxi<;</ |Bi| = 18i,| > 0, on peut écrire
Bj
T (g(x)ﬁi,,, [h @+ D hig)-|) =B,
1<j=<l Bin
J#io
Soit M (x) := [h;,i, (x) + Zlfjsl hi, j(x)(B;/Bi,)]. Puisque g est un polyndme de degré
J#io
<2mona,si M(x)#0,
gx)=J" (é%- ) (A.2)
- im |* .
Bipy M (x)
D’apres le lemme A.1 (plus bas) il existe 1 > 0, indépendant de m, tel que pour tout
rel]1/2, 1], I -0, <m = /M@, <2. a

LEMME A.l. Soit M(x) tel que dans la preuve du lemme 4.4. Il existe une constante
positive 11 > 0, déterminée par TI, telle que pour tout r €11/2, 1], ||H% — 110y, <
m = I/ M), <2

Preuve du lemme A.1. On emprunte la preuve de Stolovitch [8, p. 185]. Ecrivons

ZXJSJ Zhu(x)s —Zgzk(x) (A.3)

JeN
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1192 P. Lohrmann

ol on on a posé gjk(x) := le:l hij(x)aj,. La définition des g;x(x) peut s’écrire sous
forme matricielle
8gi1(x) aiy -0 oan fhiix)

8in(x) ai -+ aim) \hi(x)
Remarquons que les coefficients de la matrice L := (a;;)1<i<n,1<j</ Proviennent de la
partie quadratique I1°. Comme par hypothese, les Sj, 1 <j <1, sont linairement
indépendants, la matrice L est de rang /. On peut supposer, sans perte de généralité,

que L := (a;j)1<i<n,1<j</ est inversible d’inverse L= (@ij)1<i<n- On peut donc écrire
1<j=l
pour 1 <j <n,

hij(x) = hij(0) =Y d@jr(gir(x) — ik (0)). (A4)
k=1

Par la définition des S} et (4.7),

Yo s < yrmg H(Z x’S’) = Si
,

JeN JeN

< /(T2
.

(On divise par r parce qu’il manque les Y; := x;(9/9dx;) du deuxiéme facteur du produit
exterieur.) La relation (A.3) implique

lgik(x) — (O = 1/r

(Z xfsf> — 5

JeN

r

Dol [|gik (x) — gik ()| < 1/r?|[T12"|,.. Avec (A.4) on en déduit

n — 7
i (x) = i )l < 5 NLTH TR, = T (A5)
ottonaposé |[L7!| := max ;i |ajr|. Comme |B| = maxi<j<n |Bil = 1Bi, | ona
1Bj/Binl =1 pourl<j<I. (A.6)

Or, hi,i,, (0) =1eth;,; =0si j #i,. Onpeutdonc poser M(x) =1+ H(x),ou H(x) :=
Z'}:l(him j(x) = h;,;(0))(Bj/Bi,) est une fonction polynomiale sans partie constante.
Puisque 1/M = 1/(1+ H) =1+ 3, (=)™ H" ona [|l/M[,, <1+ Y, (IHI)".
De plus, par (A.6), - -

|H Gl < (A7)

> hiyj(x) = hi,, j(0)

i=j

-
Donc pour avoir ||[1/M (x)||, <2 il suffitqu'on a ||H (x)||, < 1/2, et ceci est assuré si

<1/2.

r

n
> hiyj(x) = hi,, j0)
i=j
D’apres (A.5), ceci est assuré si on a la relation ||TT}} — 0|, < 1/@r2n?|L7Y), o
1L~ = max; ; |d;;j|. Le nombre réel n; := 1/(2r2n2||L_l |I) satisfait donc les demandes
du lemme A.1. O
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1193

Preuve du lemme 4.6. On emprunte la preuve de Stolovitch [8, p. 185]. On a

n
Niw = D hjaptii=)  e®), (A8)
1<j<i k=1
1<k<n

ol on a posé gi(x) := le:l hj(x)a ;. Matriciellement ceci s’€écrit

81 an ---an hi(x)

&n Alp -+ din hi(x)

avec [ <n (les a;; proviennent de la partie quadratique 11%. Comme les champs de
vecteurs linéaires diagonaux Sy, ..., S; sont linéairement indépendants sur C, la matrice
L :=(aji)1<j<l,1<k<n €st de rang [. Sans perte de généralit€, on peut supposer que

pour 1 <j <n,

n
hj(x) = hj0) =" ajr(gr(x) — g(0)). (A.9)
k=1
Or, comme §;, est partie linéaire du champ de vecteurs N;, , on a, d’apres (A.8),
Ni,, (x) = Si,, = > 31 (gk(x) — gk (0)) Y. Cette derniére relation implique

lgx(x) — g Ol < 1/rlIN;, — Si, Il
(on divise par r puisque Y; := x;(3/0x;)). Avec (A.9), on en déduit
I (x) = hj ()l <n/rlIL7 NG, — Sillr, (A.10)

ol on a posé |L7:= max; i |a;jkl. Posons M(x)=14+ H(x), ou H(x):=
Z?Zl(h j(x) —h;(0))(B;/Bi,) est une fonction polynomiale sans partie constante.
Comme 1/M =1+ Zmzl(—l)’"H”’, 11/ Mx)|, <2estassuré si |H(x)|, <1/2. Or,
par |B;/Biy| <1,

I1H o)l <

Zhj(x)—hj(O)
j=1

r

daprés (A.10), il suffit quon a [|N;, — ;. Il <r/Qnl|L7]). O

Pour avoir ||[1/M(x)||, <2, il suffit donc || ZLJ- hj(x) —h;0), <1/2. Pour cela,

Preuve du lemme 4.7. Soit f =3, fix! une série formelle.  Posons f:=
D renn | frlxl. Si f et g sont deux séries formelles on note f < g si on a | f7 |<|g;sl
pour tout / € N". Pour tout 1 < k < n on peut écrire

0xy (gr(x) — gk (0)) _ (Skpm +x 9(gk(x) — gk (0)) 7
0xp 0xp

ou bien

xka(gk(X) —8(0) _ dx(gk(x) — gk(0)

ax, ox, Skp (8 (x) — gk (0)).
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1194 P. Lohrmann

Mais, comme x;(9(gr(x) — gk(0))/0xp), dxk(gr(x) — gr(0))/3x, et (gr(x) — gk(0)
sont des séries formelles a coefficients non négatives, on a

9(gr(x) — gk (0)) - 0xr(gr(x) — g1 (0))
0xy oxp ’

p

Comme % <r,

H 9(gk(x) — gx(0))
0xp

) H 9(gk (x) — gx(0))
r
0xp

r r

<2 ‘Xk 3(gk(x;; 8k (0))
p

r

0xr (gr(x) — gr(0))

<2
- 0xp

-
Il suit que, pour tout 1 < j <n,
H O(hj(x) —h;

0xp

Al H 9(gk (X) (8x(x) — gk (0)

r

Ox (gk (x) — gk (0))
0xp

< 22 |&jk|‘
k=1 r
< 2n||L7' ID(N;, = Si, )l
Avec [|3(h;j(x) —hj(0))/dxpll, = |0k (x)/dxp ]|, on a pour tout X € PZ”Z'",

1Lxh; Sl < UXNIDN;, = Si, )l e ILTH 11811

Rappelons P(X) = (1/M(x)) Z?:l Lxh;(x)S;. Soit n3 le nombre réel fournit par le
lemme 4.6. Sire]l/2, 1] etsi ||(N;, — Si,)ll- <n3, le lemme 4.6 affirme ||1/M (x)||,

<2.D’ou
BN < 1XMlr 72— Iﬂzml ID(N;,, — Si,)ll-4n ||~ II( max, IS; ”r)
Rappelons encore || 8;, || = || B]|. Le lemme 4.7 s’obtient avec
¢' = nsdn LI max 15;1l)- 0

Démonstration de la proposition 5.1.
Lemmes préliminaires. La démonstration de la proposition 5.1 repose sur le lemme suivant.

LEMME A.2.

(i)  Soit P une fonction holomorphe (respectivement un champ de vecteurs holomorphe,
un champ de bivecteurs holomorphe) nul & Iorigine et d’ordre 2¥(c’est-a-dire que
le terme de plus petit degré est de degré 2¥). Soient a, r > 0 des nombres réels, et
supposons a < 1. Alors on a

k
IPllar <a® | P,
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En particulier,

W IPly < 1= 1Py, < 1/C@H2NP,s

et @) 1Pl ey 1j00y,, < 1/251P Iy

(i) Soit 0 <r <1 fixé. Soit P un champ de vecteurs, et supposons ”P”(Z")*l/@k)r <

1/(252. Alors pour k assez grand,
(Id + P)(D(zk)—]/(zk)r) g Dr~

Preuve du lemme A.2. Preuve de (i) : pour (1) a = yx (26 ~1/C9 < 25=1/2% convient ;
pour (2) a = (25)~1/2" convient. Pour (ii) il suffit de montrer (26)=1/@9y 4+ 17252 < r,
c’est-a-dire, 1/(2")2 < (- (2k)_1/(2k))r. Or, si k est assez grand, on a |(2k)_1/2k| >
1 — (1/2%) In(2%). Donc il suffit que pour k assez grand 1/(2%)2 < (1/2%) In(2X), ce qui
est vrai. O

La suite (yx)x>1, a été choisie, pour obtenir, a partir du lemme A.2, les deux lemmes
suivants sur lesquels repose la démonstration de la proposition 5.1.

LEMME A.3. Soit P un champ de vecteurs holomorphe. Supposons || P ||y, < 1/(252.
Pour k assez grand, le difféomorphisme 1d + P verifie la relation

(d+ P)Y(Dpyy) S Dyt -

Preuve du lemme A.3. Puisqu’on a |yx| < 1, ce lemme est un corollaire de la partie (ii) du
lemme A.2. O

LEMME A 4.
()  Soit P un champ de vecteurs polynomial de degré inférieur ou égal a 2t + 1. On
a la relation

2k+l +1
ID(P) iy = ————— 1P llry 5
Tk+1

(ii)  si, de plus, P est d’ordre supérieur ou égal a 242 ona
p p 8

ok
1Pl <vi2 = IPln, (A.11)

< 5
- (2k)2
(iii) et, de plus,
_9ok 1
”P”rk =% - ”DP”rkH =< F

Preuve du lemme A.4. Pour (i) voir [8, p. 149]. Montrons (ii). Puisque le champ de
vecteurs P est d’ordre 2% + 2, et comme Fk41 <Tg,ona

Tk+1 2?42 Tk+1 2
NPy < (T) 1Pl < (T) 1Py

Or, par définition de la suite (rg)r>1, on a ri41/ry = yk(2k)_(2/2k). De plus, on a
lyel < 1. Dot [Py, < (2]‘)_2. On obtient (iii) a partir de (A.11) via rg41 > 1/2, et
IDPlryy < (1 + D /rg DI Pl - O
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Les majorations suivantes sont conséquence directe de la définition de la norme ||.||;.
Soient M un champ d’applications linéaires holomorphe, r > 0 et X un champ de vecteurs
holomorphe. On a

M| <nlMIl- I X (A.12)

Soient A et B deux champs de vecteurs holomorphes. On a
IAA Bl <2l All- Bl (A.13)

Preuve de la proposition 5.1(i). Soit ® est un germe d’application de C" dans un espace
normé, on note, pour y € C", D(®)(y) la différentielle de W au point y. Soit X un champ
de vecteurs. On note D(P)(y) X (y) la différentielle de W en y, appliquée au vecteur X (y).
Pour @ germe de difféomorphisme de (C", 0) dans lui méme on a D@ H(MP*(X)(y) =
X (®~!(y)). Pour un bivecteur de la forme A A B, cette relation devient

(AABYW(y) =D H(n)W*(A) () A D HMWH(B)(Y). (A.14)

Rappelons (cf. section 5) que la transformation @y, normalisant IT du degré 2% + 1
a celui de 2!, admet Id + Uy comme inverse. En appliquant (A.14), on obtient, avec
(@)*(A) = A" et (®)*(B) = B', que

(AABY@ ' (1) = D@ H (@) (A () A D@ (1) (@)*(B)(Y)
={d+ DUk)(y)A/(y) A (d+ DUk)(y)B/(y). (A.15)

Comme IT¥1 = IT¥ + B% on peut poser

n
¥+ B + By + R* := " + R*:= " 0, A (T} + RY) (A.16)
i=1
k! 4 R+ .= ik 4 BE 4 R (A.17)
n
=Y 8 A (5 + B, + R, (A.18)

i=1

Majoration de ||ijJrl + Bg+1 + Rk+1 ll7,- Montrons d’abord que pour k assez grand, (i)
(a), (b) et (c) impliquent (i) (c’) de la proposition 5.1, ¢’est-a-dire

A.16
( L1 ) ”R/k-H

IBE! + BEF! + REH ey < 1. (A.19)

”"k+1

Pour cela, d’apres (A.17) et (A.18), il suffit de montrer que pour tout 1 <i <n on a
||Rl{kJrl ey, < 1/n. Le fait que @4 normalise TT du degré 2¢ + 1 & celui de 2K, s*écrit,
avec les notations (A.16)—(A.18),

(@)*(M* + R%) =" + R* T =" + Bf + R (A.20)
Alors

(I + R*) (@) () =" 0 A (@' () + RE @ (). (A21)
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1197

Par (A.20), (ITF + R*)(@%)~!(y) = (Id + DU*)(IT* + B + R**1)(y). En substituant
le premier membre de cette relation avec (A.21), et en développant le second membre avec
(A.20), (A.17) et (A.15) (en posant A’ = ; et B' = [T¥ + BE, + R**h,

> o AT @) () + RE@) ()
=3 ATEG) + BGO) + RM ()
+ Z 3 A (DU*(y) (¥ + BE + RF ()
+ D [DU @)1 A (7 + By + R D)
+ D _IDUA @)1 A (DUA ) + By + RFH). (A22)

Par hypothese (cf. proposition 5.1(i)(c)) ||Bf§||rk < ||B>’kc + B(/)‘ + Rk||rk <1, et (cf. propo-

sition 5.1()(a) et (1)(b) et (5.2)) [|Ukll,, < yk2k. D’apres le lemme A.4(ii), | DUl <
1/2673. Avec (A.12) on a alors || DU R I, < 8n/29 (R, d’ob

|rk+1 |rk+1’

HZ % ARM () + > 0 ADUFGRI T (v)
i i

8n
> (1 - 2—k>||R;k“||rk+l. (A.23)

Tk+1

D’apres le lemme A.3, | DTIF(y + tU*(3) 15, < IDTIE()| (2%)-1/ak),, Pour k assez

grand. Alors avec le lemme A.4 et (2]‘ Yy~ 2

<1,

2k+1+2
k k k
IDIT (y + tU (D) sy < (@)@ ITE; M-

Comme [|[UK()]l,, < y,;zk, ona UKy, < 1/(25)2, d’apres le lemme A.4(ii). Avec

(A.12) on en déduit

1 k+1
/ DI (y + (0RO UR 3 di| < 2K, s
o ' e (@071 @)y 202
cest-a-dire (|(26) "1/ < 1)
! k k k n
DI (y + tU o). U (yy dt| < Tl
0 Fk+1
Avec
1
ITE (@5~ () — )l = H / DX (y 4+ tU*(y)).U*(y) dt
0 Tkt
il suit

_ 4n
ITE (@5~ () — TTE W)y, < Z—knni-‘nrk.

Or, par (A.13), [TTf (Dl < 2IT* ()l et IT*(y) — T, < 7, avece 7 tel que dans
le théoréme 3.5. Donc il existe M > 0, indépendant de k, tel que ||TT* ()|, < M. Pour k
assez grand on a donc

4nM
I @)™ ) = Tl = 5 (A.24)
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1198 P. Lohrmann

Comme || B I, < IR¥|l,, < 1,lelemme A.2 implique || B |1, < 1/(2X)?. Comme r >
Pty 1Ty, < M. Comme re1 > 1/2, | DUy, < 2573 || U], par le lemme A4,
etavec [|U¥],, <y~7, IDU* |, <8/2%. Au total, avec (A.12), on en déduit

k k| pk 8n 1
IDU" ()T} + By)) (W llryy < o M+ @2 ) (A.25)
Pour k assez grand on a ||R¥ (&)~ (M)ll,,,, < IRF)II (ky-1/aky, Par le lemme A3.

Grice au lemme A.2 et a ||lek Wl < 11l suit

’ _ 1
IR @ Dl < 5 (A.26)

< 1/(2%)2, (A.25) et (A.26), on a (pour k assez

||rk+1 —

pour k assez grand. Avec (A.24), || B(’)‘i
grand)

3o AL @ () = TEO) + B ()

+DU*(y) (¥ + BEY () + RE(@H) 7 ()]

Tk+1
<4nM+ ! +8" M+ ! + ! (A.27)
- 92k (2k)2 2k (2k)2 2k * :

Avec [| DUk Iy, < 1/2573, 11515y < M et ||BE; N1, < 1/(25)? on obtient pour k assez
grand (avec(A.12), (A.13))

Pour les mémes raisons,

Y IDUF) @)1 A (TTF + B + R ()

Tk+1

Y (DU @)1 A (DU*()(ITE + BE, + RF ()

i

< Z—kz—k(M—i- ot IR s ) (A28)

Tk+1

Y IDUF) @)1 A LTS + B + R () + (DUF()(ME + B + RETH ()]

Tk+1

D’ou (pour k assez grand),
17n 1
= 2T(M taet ||R§k+1||rk+1>- (A.29)

De (A.22), (A.23), (A.27) et (A.29) on déduit pour k assez grand

(1 - 2—k)||R; .

<4nM+ 1 +8n M+ 1 +1+17n M+ 1
- Dk (2k)2 2k (2k)2 2k 2k (2k)2 >
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Normalisation holomorphe de structures de Poisson 1199

d’olt (A.19). Reste & montrer (i)(2’) et (b"), soit [[TT*F1 — O], <n—1/2%F! et
IDIF — 1O, <1 —4/28! pour k assez grand. Avec IT¥! =TIF + Bf ona

4 1
It — Oy, <0 — s Wanm

par le lemme A.2 et || TTF — H0||,k <n—1/2k Avec ||B(’)‘||,k <l,

k+1 _ 0
[ — 11 ”rkﬂfn_ﬁ

pour k assez grand. De méme,

4 4 1 4
k+1 _ 0 k
D@ = 1), == 5p PIPByllney =0 — ¢ + 575 =1~ 5

Preuve de la proposition 5.1(ii): Par la proposition 5.1(i), ||B>,’f||,k <1, dolu ||Uk||,k

—1/2F k ky2 T k
Vi et donc [|U" |y, <1/(2%)". Par le lemme A.3 il suit (Id + U")(Dy,)

D

oin IA

@51/
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